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Presentación. 
 

- ¡Oye! ¿Me prestas tus apuntes? 

 

El que los pide eres tú, que ayer no pudiste (o no quisiste) venir a clase, y el que te los 

deja para que los fotocopies (eso en mis tiempos, ahora se les hace una foto con el 

móvil) no será seguramente el estudiante más brillante, ni el más estudioso, pero es 

ordenado, pulido y tiene buena letra. El documento que tienes ante tus ojos son mis 

apuntes, que yo te ofrezco por si te son útiles, como estudiantes que somos de una 

facultad de matemáticas llamada "Internet". Intentaré explicarme. 

 

Mi generación, digamos los que estamos entre los cuarenta y los sesenta, no podemos 

sentirnos muy orgullosos de este siglo XXI. Los ideales que teníamos en los años 

ochenta del siglo pasado no se han cumplido. El gran hito tecnológico de mi generación, 

Internet, es actualmente una fuente inmensa de vulgaridad, consumismo y 

embrutecimiento. Pero si somos capaces de traspasar esa capa de mediocridad, podemos 

aprender, y mucho. 

 

Internet es la fuente de conocimiento más potente que ha existido en toda la historia de 

la humanidad, y sin coste alguno. En particular, se puede aprender mucha geometría 

gracias a Internet gracias a todos los profesores y expertos que comparten sus 

conocimientos en documentos pdf y páginas web. Muchos años después de mi paso por 

la facultad de Matemáticas de la Universidad de Barcelona, no pasa un día que no 

aprenda algo "buscando por Internet", y todos esos conocimientos los voy recogiendo, 

pacientemente, en este libro. Así pues, como decía antes, no son otra cosa que mis 

apuntes como estudiante que soy de esta gran facultad de matemáticas cibernética. Y los 

comparto libremente, por si pueden ser de ayuda para cualquier estudioso de la 

geometría, y para aportar mi granito de arena para que las nuevas generaciones 

encuentren en Internet algo más que un enorme contenedor de basura y frivolidad. 

 

Gerard Romo, Montbrió del Camp, septiembre del 2019. 

 
Presentación de la primera edición: Este libro pretende ser una guía para aquellos que quieran 

aventurarse en un maravilloso viaje matemático que cruza, en el espacio y en el tiempo, toda la 

civilización occidental.  Un sendero que va desde "Los Elementos" de Euclides, en la Grecia del siglo III 

AC, hasta "Los Fundamentos de la Geometría" de Hilbert, en la Prusia de 1899. 

En este viaje vamos a andar mucho, no es un viaje para turistas sino para puristas, y sobre todo vamos a 

tener que acostumbrarnos a cambiar nuestros hábitos matemáticos. Vamos a tener que dejar nuestras 

cómodas zapatillas deportivas modernas, será necesario ponernos las rígidas botas de montaña de la 

Prusia del siglo XIX, o las ligeras sandalias tradicionales de la Grecia Clásica. Nuestros pies matemáticos 

están demasiado acostumbrados a caminar sobre la almohadilla de los números reales y sobre el asfalto 

del lenguaje del álgebra simbólica. Tendremos que pensar sin números y eso no va a ser fácil, al principio 

nos van a salir ampollas, ya te aviso, pero tú tranquilo, que será sólo al principio del viaje, durante los 

primeros dos o tres años, luego te vas acostumbrando, y de verdad, el paisaje vale la pena. 

 
Es imposible aprender geometría sin resolver problemas, sería como pretender aprender a ir en bicicleta 

sin subirse en una. Este libro de teoría viene acompañado del libro de problemas "Problemas de 

Geometría": 

www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria.pdf 

 

La referencias que aparecen en los "problemas propuestos" indican el volumen y dentro del volumen, el 

índice del problema. Por ejemplo: "Problema propuesto: 4.17" hace referencia al problema número 17 del 

volumen 4 de los problemas de geometría. 

http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria1.pdf




Volumen I: Geometría neutral 

 

1 Incidencia. 
 

1.1 El sistema axiomático de Euclides: "Los Elementos". 
 

1.1.1 Los Elementos de Euclides. 

―Los Elementos‖ es el primer manual de matemáticas de la Historia. Escrito por 

Euclides, un matemático griego del siglo III AC, pretende recoger, sistematizar, detallar 

y ordenar todo el saber geométrico de su época. La ordenación se hace de forma lógica, 

es decir, una propiedad sigue a otra si se puede deducir de ésta de forma lógica, por lo 

que estamos ante el primer tratado axiomático de la geometría.  

Una obra tan inmensa como esta tuvo obviamente sus propias limitaciones. En Los 

Elementos encontramos un trabajo hercúleo para ofrecer una enciclopedia de resultados 

geométricos, y además presentarlos ordenados de forma lógica, pero no era su 

pretensión analizar y justificar los fundamentos, los primeros ladrillos que forman ese 

edificio. Por este motivo (y gracias a ello), Los Elementos se sustentan en unos 

conceptos fundamentales (Axiomas, definiciones, postulados, nociones comunes) 

usados de forma intuitiva, tomados prestados del espacio físico convencional. A lo largo 

de la Historia, pero sobre todo en el siglo XIX, aquellos conceptos fundamentales con 

los que se construyeron ―Los Elementos‖ fueron sometidos a la más estricta revisión 

crítica, y gracias a esfuerzo metodológico la geometría se engrandeció aún más hasta 

límites insospechados. 

 

1.1.2 Los trece libros de Los Elementos. 

Los Elementos está dividido en trece capítulos, llamados "libros". Los seis primeros 

estudian la geometría del plano. Los tres siguientes tratan de la teoría de números. El 

libro décimo está dedicado a los inconmensurables y en los tres últimos se estudian las 

figuras en el espacio. 

 
Libro 1. Los fundamentos de la geometría plana tradicional, con sus resultados más importantes. 

Libro 2. Área de cuadrados y rectángulos, teorema del coseno, propiedades algebraicas fundamentales 

explicadas en términos geométricos... 

Libro 3. Geometría del círculo: Circunferencia, arcos, cuerdas, tangentes... 

Libro 4. Polígonos regulares. 

Libro 5. Magnitudes, razones y proporcionalidad entre segmentos. Este libro es considerado como el 

primer tratado de álgebra abstracta de la historia. 

Libro 6. Semejanza entre figuras planas, división áurea, Teorema de Tales, como hallar el cuarto 

proporcional... 

Libro 7. Está dedicado a la aritmética. Se introducen los conceptos de unidad y número, divisor, pares e 

impares, primos y compuestos... 

Libro 8. Números en progresión geométrica, interpolación de términos... 

Libro 9. Números planos y sólidos, demostración de que hay infinitos números primos, como obtener 

números perfectos... 

Libro 10. Segmentos conmensurables e inconmensurables. Con 115 proposiciones es el más extenso de 

todos los libros de los Elementos, pero la mayor parte de sus proposiciones no tienen actualmente mayor 

interés. Resulta difícil de estudiar, por lo que se le suele llamar "la cruz de los matemáticos". 

Libro 11. Objetos y relaciones habituales de la geometría del espacio, como rectas y planos; paralelismo 

y perpendicularidad, ángulos diedros y poliedros; figuras sólidas: pirámide, prisma, esfera, cono... 

Libro 12. Obtención del área del círculo y los volúmenes de los sólidos más corrientes mediante el 

"método de exhausción".  

Libro 13. La construcción de los cinco sólidos regulares, la razón entre los lados de los pentágonos, 

hexágonos y decágonos inscritos en una misma circunferencia. 



1.1.3 Estructura de Los Elementos. 

Cada libro está dividido en apartados que pueden ser de seis tipos diferentes: 

Definiciones, proposiciones, porismas y lemas. En el Libro 1 aparecen, además, 5 

postulados y 5 nociones comunes. 

 

Libro Definiciones Proposiciones Porismas Lemas 

I 23 48 0 0 

II 2 14 0 0 

III 11 37 1 0 

IV 7 16 1 0 

V 18 25 2 0 

VI 3 33 3 0 

VII 22 39 1 0 

VIII 0 27 1 0 

IX 0 36 1 0 

X 16 115 4 11 

XI 28 39 1 1 

XII 0 18 2 2 

XIII 0 18 2 3 

Total 130 465 19 17 

 

1.1.4 El manuscrito "Vat. Gr. 190". 

Hasta el siglo XIX todas las versiones supervivientes de Los Elementos de Euclides 

derivan de una misma fuente, la que redactó Teón de Alejandría en el siglo IV DC. Lo 

sabemos porque dicho autor añadió ciertas aportaciones propias (que él mismo declara 

como suyas) y todas las obras conocidas contienen dichos cambios. Pero en 1808 el 

matemático francés François Peyrand (1760-1822) descubre en el Vaticano un 

manuscrito de Los Elementos previo a la de Teón, llamado "Vaticanus graecus 190" (o 

"Vat. Gr. 190" o simplemente "P"), que fue llevado a Francia como parte del botín de 

guerra de las tropas napoleónicas. Sabemos que este manuscrito es previo a la versión 

de Teon porque no incorpora las aportaciones que dicho autor añadió al Libro 6. 

Este manuscrito contiene los trece libros de Los Elementos y está considerado como la 

versión íntegra más antigua de dicha obra. 

 

 

 
 



1.1.5 El "Euclidis Opera Omnia" de Heiberg y Menge. 

Entre 1883 y 1888 el filólogo danés Johan Ludvig Heiberg redacta una versión 

definitiva de Los Elementos sobre la base del manuscrito "Vaticanus graecus 190", 

cotejando sus textos con el resto de versiones "teoninas" y con todos los fragmentos de 

la obra de Euclides que han sobrevivido hasta nuestros días. 

 

 
 

De esta versión se han realizado las traducciones "oficiales" de Los Elementos a la 

mayoría de idiomas. 
 

1.1.6 Nota biográfica. Johan Ludvig Heiberg (27 de noviembre de 1854 - 4 de junio 

de 1928) fue un filólogo e historiador danés. Es conocido por su descubrimiento de 

textos previamente desconocidos dentro del Palimpsesto de Arquímedes, y por su 

edición en inglés de los Elementos de Euclides. También publicó una edición del 

Almagesto de Ptolomeo. 

 

Heiberg nació en Dinamarca, hijo de Johanne Henriette Jacoba (nacido Schmidt) y Emil 

Theodor Heiberg. Fue profesor de filología clásica en la Universidad de Copenhague 

desde 1896 hasta 1924. Entre sus más de 200 publicaciones se reconocen ediciones de 

los trabajos de Arquímedes (1880 y 1912), Euclides (con Heinrich Menge) (1883-1916), 

Apolonio de Perge (1891-93), Sereno de Antinouplis (1896), Ptolomeo (1898/1903), y 

Herón de Alejandría (1899). Muchas de sus ediciones se usan hoy día. 

 

 
 

Fuente: wikipedia 

 

 



1.2 El sistema axiomático de Hilbert: El "Grundlagen". 
 

1.2.1 El Grundlagen de Hilbert. 

En el curso 1898-1899 el matemático alemán David Hilbert (Königsberg, 1862; 

Gotinga, 1943) de la Universidad de Göttingen sorprendió a sus alumnos ofreciendo un 

curso sobre los fundamentos de la geometría. La versión escrita de dicho curso 

Grundlagen der Geometrie (―Los fundamentos de la Geometría‖) apareció en 1899 e 

inmediatamente se convirtió en un bestseller, rápidamente traducido al francés, inglés y 

otros idiomas. 

 
 

En este trabajo Hilbert se propone un objetivo titánico: Limpiar y enmendar todos los 

puntos débiles de Los Elementos de Euclides que se habían detectado a lo largo del 

siglo XIX, una obra que había permanecido inalterada durante más de 2000 años. El 

resultado es una maestra de la simplicidad y la elegancia matemática, un referente de 

rigor científico, no sólo en el campo de la Geometría, sino en todo el ámbito de la 

Matemática y de la ciencia en general de todo el siglo XX. 

 

Hilbert comienza enumerando los conceptos sin definición: ―Consideramos tres 

sistemas diferentes de objetos, que llamaremos puntos, rectas y planos. Entre ellos 

imaginamos tres relaciones, que expresaremos por términos como ―estar sobre‖, ―estar 

entre‖ o ―ser congruente con‖. La descripción exacta y las propiedades de estas 

relaciones vienen dadas por los axiomas.‖, para después presentar los 20 axiomas con 

los que unificará toda la geometría, tanto la plana como la espacial, agrupados en cinco 

grupos según el tipo de propiedades que rigen:  

 

Grupo I: Siete axiomas de incidencia. 

Grupo II: Cuatro axiomas de orden. 

Grupo III: El Postulado de la única paralela. 

Grupo IV: Seis axiomas de congruencia. 

Grupo V: El axioma de continuidad (o Axioma de Arquímedes) 

Y un metaaxioma llamado ―Axioma de completitud‖.  

 

Hilbert fue el precursor del llamado "Formalismo matemático", una de las tres 

escuelas matemáticas más importantes del siglo XX. El formalismo despoja a los 

objetos matemáticos de todo tipo de característica natural o intuitiva, los limpia de 

"polvo y paja" hasta convertirlos en meros símbolos carentes de significado y que 

interactúan mediante unas reglas formales establecidas de antemano. Lo dice el propio 

Hilbert, "los elementos tales como el punto, la recta o el plano se pueden sustituir con 

mesas, sillas, jarras de cerveza y otros objetos. Lo que se discute y se desarrolla son sus 

relaciones definidas". Los resultados matemáticos se asemejan a las construcciones de 

Lego, construcciones creadas mediante unas reglas muy claras y precisas que actúan 

sobre unos objetos (las piezas) perfectamente definidos. 



1.2.2 Sistema axiomático del Grundlagen. 

El sistema axiomático de Hilbert se compone de nueve nociones primitivas:  

Tres términos primitivos: punto,  línea recta,  plano, y seis relaciones primitivas: 

Orden, una relación ternaria entre puntos; Pertenencia, tres relaciones binarias, una de 

ellas entre puntos y rectas, otra entre puntos y planos, y otra entre rectas y planos; 

Congruencia, dos relaciones binarias, una entre segmentos y otra entre ángulos, 

denotadas por ≅.  
Grupo I. Incidencia 

 

H1.1 Dos puntos distintos A y B determinan una recta AB . 

 

H1.2 Dos puntos cualesquiera de una recta la determinan por completo; es decir, por 

dos puntos diferentes pasa una única recta. 

 

H1.3 Tres puntos A, B y C no situados en una misma recta determinan un plano α.  

 

H1.4 Por tres puntos cualesquiera A, B y C no situados en una misma recta pasa un 

único plano. 

 

H1.5 Si dos puntos A y B de la recta r yacen en el plano α, entonces todo punto de r 

yace en α. 

 

H1.6 Si dos planos α y β tienen un punto A en común, entonces tienen al menos otro 

punto B en común. 

 

H1.7 a) En cada recta hay al menos dos puntos;  

b) En cada plano hay al menos tres puntos no situados en la misma recta;  

c) Existen al menos cuatro puntos no situados en un mismo plano. 

 

Grupo II: Orden 

 

H2.1 Si un punto B está entre los puntos A y C, también está entonces entre C y A, y 

existe una recta que contiene a los tres. 

 

H2.2 Si A y C son dos puntos de una recta, existe al menos otro punto B entre A y C, y 

al menos un punto D de tal manera que C está entre A y D. 

 

H2.3 Dados tres puntos en una recta, solo uno de ellos está entre los otros dos. 

 

H2.4 Axioma de Pasch: Sean A, B y C tres puntos no situados en la misma recta y sea r 

una recta contenida en el plano ABC, que no pasa por ninguno de los tres puntos 

mencionados. Entonces, si r pasa por algún punto del segmento AB, entonces pasa 

también por algún punto del segmento BC o del segmento AC, pero no por ambos a la 

vez. 

 

Grupo III: Paralelismo 

 

H3.1 Dado un plano α, una recta r contenida en el plano y un punto A del plano pero no 

contenido en la recta, puede encontrarse en dicho plano una única recta s que pase por 

A, de forma que r y s no tengan ningún punto en común.  



Grupo IV: Congruencia 

 

H4.1 Si A y B son dos puntos de la recta a, y A′ es un punto sobre la recta a′ (sea esta 

igual a a o no), se tiene que, de un lado cualquiera de A′ en la recta a', existe un único B′ 

tal que el segmento AB  es congruente con el segmento ''BA , y lo denotamos por 

''BAAB  . Todo segmento es congruente consigo mismo. 

  

H4.2  Si un segmento AB es congruente con el segmento ''BA  y también con el 

segmento '''' BA , entonces estos dos últimos son congruentes entre sí (es decir, la 

congruencia entre segmentos es transitiva). 

 

H4.3 Sean AB  y BC  dos segmentos de la misma recta sin puntos en común a 

excepción de B, y sean además ''BA y ''CB  dos segmentos de la recta a′ (sea ésta igual 

o no a a) sin más puntos en común que B′. Entonces, si ''BAAB   y ''CBBC  , se 

tiene que ''CAAC  . 

 

H4.4 Sea un ángulo ),( kh  en el plano α y sea una recta a′ en el plano α′. Supóngase 

que en el plano α′, se escoge uno de los lados respecto a a ′. Sea una semirrecta h′ de a′ 

que emana de un punto O′ de dicha recta. Entonces, en el plano α′ existe una única 

semirrecta k′ que sale de O′ de forma que ),( kh  es congruente con )','( kh , y de 

forma que todos los puntos del interior de )','( kh  están en el lado escogido de α′. Se 

denota por )','(),( khkh  . Todo ángulo es congruente consigo mismo. 

     

H4.5 Si el ángulo ),( kh  es congruente con el ángulo )','( kh  y con el ángulo 

)'',''( kh , entonces estos dos son congruentes entre sí (es decir, la congruencia de 

ángulos es transitiva). 

  

H4.6 (Criterio SAS) Si dados dos triángulos ABC   y ''' CBA  se tiene ''BAAB  , 

''CAAC  , ''' CABBAC  , entonces se tiene a su vez ''' CBAABC   y 

''' BCAACB   . 

 

Grupo V: Continuidad 

 

H5.1 Axioma de Arquímedes: Sea A1 un punto cualquiera de una recta, situado entre 

los puntos arbitrarios A y B de la misma. Tómense los puntos A2, A3,... de tal manera 

que A1  esté entre A y A2, A2 esté entre A1 y A3, etc. Supóngase además que los 

segmentos 1AA , 21AA , 32 AA ... son todos congruentes entre sí. Entonces, en esta serie 

existe siempre un cierto An tal que B está entre A y An. 

 

Axioma de completitud 

 

HC: A este sistema de puntos, rectas y planos no pueden añadirse otros elementos de 

manera que el sistema resultante forme una geometría nueva, obedeciendo todos los 

axiomas de los cinco grupos. En otras palabras, los elementos de la geometría forman 

un sistema que no es susceptible de extensión, tomando los cinco grupos de axiomas 

como válidos. 

 



Nota. El “Axioma 21”. 

Hilbert introdujo en la primera edición del Grundlagen un axioma más que reza: 

―Pueden escogerse cuatro puntos cualesquiera A, B, C y D de una recta de forma que B 

esté entre A y C y entre A y D, y que C esté entre A y D y entre B y D‖, pero E.H 

Moore en 1902 la dedujo como consecuencia de los axiomas de incidencia y orden 

establecidos. 

 

1.2.3 Consistencia e independencia de sistemas axiomáticos. 

Diremos que un sistema axiomático es consistente cuando todos sus axiomas pueden 

ser ciertos a la vez, es decir, cuando no nos lleva a contradicciones. En caso contrario 

diremos que el sistema axiomático es inconsistente. 

 

La mejor forma de garantizar la consistencia de un sistema axiomático es encontrar un 

modelo para dicho sistema axiomático. 

 

Diremos que un determinado axioma de un sistema axiomático es dependiente del resto 

si es posible llegar a demostrar su verdad deduciéndolo del resto de axiomas, es decir, si 

es redundante. En caso contrario diremos que el axioma es independiente. 

 

Para demostrar la independencia de un axioma es suficiente encontrar un modelo en el 

que se cumplan todos los otros axiomas y la negación de éste. 

 

Diremos que un sistema axiomático es independiente cuando todos sus axiomas son 

independientes del resto, es decir, cuando no contenga ningún axioma redundante. 

 

También podemos decir que una determinada proposición es independiente de un 

determinado axioma cuando sea posible demostrar esa proposición sin utilizar dicho 

axioma. En caso contrario diremos que la proposición es dependiente del axioma. 

Llegar a demostrar la dependencia o independencia de una proposición respecto de un 

axioma puede resultar una tarea muy difícil, pero se puede facilitar con la utilización de 

modelos: Una determinada proposición dependerá de un determinado axioma si  

encontramos un modelo en el que se no se cumpla dicho axioma y tampoco se cumpla 

dicha proposición. En efecto, si fuera independiente de dicho axioma se podría deducir 

del resto, y por lo tanto tendría que ser cierta también en este modelo. 

 

El capítulo 2 del Grundlagen está dedicado a demostrar la consistencia y la mutua 

independencia de los axiomas del Sistema Axiomático de Hilbert. 

 

1.2.4 Completitud de sistemas axiomáticos. 

Diremos que dos modelos de un mismo sistema axiomático son isomorfos cuando sea 

posible establecer una correspondencia entre sus objetos de forma que se mantengan las 

relaciones. Es decir, cuando sean idénticos para todos los efectos. 

 

Diremos que un sistema axiomático es completo cuando todos sus modelos asociados 

sean isomorfos. 

 

El Axioma HC de Hilbert afirma que su sistema axiomático es completo, es decir, que 

no se puede ampliar más, todos sus modelos posibles son isomorfos al modelo de plano 

cartesiano común 2IR . 

 



Este axioma es controvertido, pues en realidad sería un meta-axioma, es decir, un 

axioma sobre los sistemas axiomáticos. Los matemáticos más importantes han 

comentado, para bien y para mal, sobre el Axioma de Completitud de Hilbert: 

 

"An axiom about axioms with a complicated logical structure" (Schmidt) 

"An unhappy axiom" (Freudenthal) 

"The axioms of continuity are introduced by Hilbert, to show that they are really 

unnecessary." (Freudenthal) 

"Hilbert‘s completeness axiom is obviously not a geometric statement, and not a 

statement formalizable in the language used previously—so what does it accomplish?" 

(M.J. Greenberg, 2010) 

"The foundations of geometry contain more than insight in the nature of axiomatic." 

(Freudenthal) 

"The most original creation in Hilbert‘s axiomatic" (Baldus) 

"Hilbert has made the philosophy of mathematics take a long step in advance." (H. 

Poincaré) 
Fuente: Several Topics from Geometry, de Franz Rothe 

 

1.2.5 Construcción de nuevas geometrías. 

Tomando como punto de partida un sistema axiomático concreto podemos generar 

nuevas geometrías de dos maneras distintas: 

 

a) Eliminando uno o más axiomas, es decir, dejar de exigirlos. Por ejemplo, podemos 

hablar de ―Geometría no arquimediana‖ si dejamos de imponer el Axioma de 

Arquímedes. A medida que vamos añadiendo axiomas vamos reduciendo el número de 

modelos válidos. 

 

b) Sustituyendo un axioma por su negación y comprobando que el sistema resultante es 

consistente. El grupo más importante son las llamadas ―geometrías no euclídeas‖, es 

decir, aquellas que niegan el Postulado de la única paralela (―por un punto exterior a una 

recta pasa una única recta paralela‖). Se pueden negar de varias formas: Exigiendo que 

por cada punto exterior a una recta pase más de una recta paralela a la primera 

(geometría hiperbólica), o exigiendo que no pase ninguna, es decir, que no exista 

paralelismo (geometría elíptica). Estas geometrías se descubrieron en el siglo XIX y 

supusieron una auténtica revolución en las matemáticas, pues durante más de dos mil 

años se había pensado que la geometría euclídea era la única posible. En palabras del 

gran geómetra canadiense H.S.M. Coxeter: 

 

El efecto del descubrimiento de la geometría hiperbólica sobre nuestras ideas 

de verdad y realidad ha sido tan profundo que difícilmente podemos imaginar 

lo traumático que fue descubrir en 1820 que una geometría distinta de la 

euclídea era posible. 

 

Como consecuencia del descubrimiento de modelos geométricos hiperbólicos en el 

siglo XIX se acabó finalmente con uno de los quebraderos de cabeza históricos de las 

matemáticas: Los infructuosos intentos a lo largo de los siglos de demostrar el 

Postulado de la única paralela.  

 

c) Sustituyendo un axioma por una proposición y estudiando las propiedades del 

sistema axiomático resultante. 

 



1.2.6 Nota. El sistema axiomático de este libro. 

El origen de este libro está en el de los documentos pdf del profesor Wayne Aitken que 

encontrados en su página web personal http://public.csusm.edu/aitken_html/m410/, 

en el que se sigue el sistema axiomático de Hilbert con algunas variaciones menores.  

 

Se ha procurado acompañar todas las definiciones de todos los objetos geométricos con 

referencias a sus equivalentes, tanto en Los Elementos de Euclides como en el 

Grundlagen de Hilbert. 

 

1.2.7 Nota. Geometría del plano vs. Geometría del espacio. 

Tenemos que tener en cuenta también que el sistema axiomático de Hilbert comprende 

puntos, rectas y también los planos en el espacio, mientras que en este libro nos 

limitamos al ámbito de la geometría plana.  

 

Entendiendo que la geometría del espacio es una ampliación natural e independiente de 

la geometría del plano, ignoraremos los axiomas que afectan a los planos y sólo 

estudiaremos los 17 axiomas del Grundlagen que se refieren a puntos y rectas. Por 

ejemplo, del Grupo I los Axiomas 3, 4, 5 y 6 no tienen sentido en una geometría plana. 

 

Sin embargo, plano y espacio no son totalmente independientes. Por ejemplo, el 

Teorema de Desargues (12.4.2), que es un teorema de geometría plana, se puede 

demostrar fácilmente si ese plano lo entendemos dentro de un espacio euclídeo y 

podemos ―levantar‖ los triángulos, pero es mucho más difícil de demostrar si no 

podemos ―salir‖ de dicho plano. 

 

 

 

 

 

http://public.csusm.edu/aitken_html/m410/


1.3 Los axiomas de incidencia. Planos incidentales. 
 

1.3.1 Definición. Plano. Geometría plana. 

Un plano (o una geometría plana) es un par  L,  donde   es un conjunto de 

elementos llamados puntos y L es una colección de subconjuntos de   llamados 

rectas. Estos puntos y rectas están sometidos a unas condiciones llamadas axiomas. 

Cada conjunto concreto de objetos matemáticos que verifique los axiomas constituye un 

modelo de la Geometría. 

 

La geometría axiomática fija unos determinados axiomas y estudia las propiedades que 

se deducen de estos, independientemente de cualquier modelo asociado que podamos 

encontrar. 

 

Observación: Al definir las rectas como subconjuntos del conjunto de puntos, la teoría 

de conjuntos nos proporciona toda la base lógica para definir la relación fundamental 

entre puntos y rectas, la inclusión:  

El punto P está (contenido) en la recta r si rP . 

Y la relación fundamental entre rectas, la concurrencia: 

Dos rectas r y s son concurrentes en un punto P cuando srP  . 

 

1.3.2 Definición. Plano incidental. 

Un plano incidental es un plano que cumple los siguientes axiomas, llamados 

―Axiomas de incidencia‖.  Estos axiomas corresponden al Grupo I del Grundlagen de 

Hilbert, aunque nosotros nos reduciremos a los que atañen a la Geometría plana. 
  

Axioma I1. El axioma de incidencia. (Elementos, postulado 1.1, H1.1) 

Si A y B son dos puntos diferentes, existe una única recta r tal que rA  y rB . 

Denotaremos por AB  la única recta que pasa por A y B. 

 

Observación. Hilbert añade en el Grundlagen el Axioma H1.2 que garantiza que dos 

puntos diferentes de una recta la determinan completamente: 

Si ABr   y ACr   con CB  entonces BCr  . 

 

En Los Elementos, Euclides se limita a postular que siempre se puede trazar una línea 

recta entre dos puntos diferentes (Postulado 1.1):  
 
᾿Ηιηήζθω ἀπὸ πανηὸς ζημείοσ ἐπὶ πᾶν ζημεῖον εὐθεῖαν γραμμὴν ἀγαγεῖν. 

Postúlese el trazar una línea recta desde un punto cualquiera hasta un punto cualquiera. 

 

En Los Elementos no aparecen el resto de consideraciones que relacionan puntos y 

rectas. 

 

Axioma I2. (H1.7a) 

En toda recta hay al menos dos puntos diferentes. 

 

Axioma I3.  El axioma de existencia. (H1.7b) 

Existirán tres puntos A, B y C diferentes que no están contenidos en la misma recta, es 

decir, que si r es una recta, al menos uno de ellos no pertenece a r. 

 

 



 

1.3.3 Proposición.  

Sean los puntos P y Q. Entonces: 

a) PQQP , . 

b) Si QP  y r pasa por P y Q entonces PQr  . 

c) QPPQ  . 

 

Demostración. Se derivan directamente del Axioma I1. 

 

1.3.4 Proposición.  

Toda recta r se puede escribir como PQ  para ciertos puntos P y Q diferentes. 

 

Demostración. Por el Axioma I2 existen rQP   y por 1.3.3b deducimos PQr  . 

 

1.3.5 Definición. Puntos colineales.  

Diremos que los n puntos  nPPP ...,,, 21 son colineales cuando exista una recta r tal que 

rPk   para todo k. 

 

1.3.6 Proposición.  

Existen al menos tres puntos no colineales. 

 

Demostración. Es una interpretación del Axioma I3. 

 

1.3.7 Definición. Rectas concurrentes.  

Diremos que las n rectas nrrr ...,,, 21 son concurrentes si existe un punto P tal que 

krP  para todo k. 

 

1.3.8 Proposición. (Hilbert, Teorema 1) 

Dos rectas diferentes se cortan como mucho en un punto. Dos rectas diferentes 

concurrentes se cortan en un único punto. 

 

Demostración. Sean r y s dos rectas diferentes. Supongamos que se cortan en dos puntos 

diferentes P y Q. Entonces, aplicando 1.3.3b dos veces, sPQr  , absurdo. 

Dos rectas diferentes concurrentes se cortan en algún punto puesto que son 

concurrentes, y en no más de un punto puesto que son diferentes. 
 

1.3.9 Ejercicio. 

Demostrar que el plano no está vacío, y por tanto nuestra geometría no es trivial. Debes 

usar un único axioma. 

 

Demostración. El Axioma I3 garantiza que existen al menos tres puntos diferentes. 

 

1.3.10 Ejercicio. 

Demostrar que existen rectas en el plano. Debes usar dos únicos axiomas. 

 

Demostración. El Axioma I3 garantiza la existencia de tres puntos diferentes. Tomando 

dos, el Axioma I1 garantiza la existencia de una recta que pasa por ambos. 



 

1.3.11 Ejercicio. 

Supongamos que P, Q y R son puntos y QP  . Entonces P, Q y R son colineales si y 

sólo si R pertenece a PQ . 

 

Demostración. Si QP  , la recta PQ  será la única recta que contiene P y Q (Axioma 

I1). Si P, Q y R son colineales, sea r la recta que los contiene. Luego r contiene a P y a 

Q y por tanto, por unicidad, PQr  . Luego PQR . 

Recíprocamente, P y Q pertenecen a PQ  por el Axioma I1, y si además R pertenece a 

PQ , los tres puntos serán colineales. 

 

1.3.12 Ejercicio. 

Supongamos que P, Q y R son puntos distintos. Entonces P, Q y R son colineales si y 

sólo si QRPRPQ   

 

Demostración. Si P, Q son puntos distintos, la recta PQ  será la única recta que los 

contenga (Axioma I1). De la misma forma, Q y R distintos implica que la recta QR  

será la única recta que contenga a Q y R, y si P y R son distintos la recta PQ  será la 

única recta que contenga a la vez a P y a R. 

Entonces, si P, Q y R pasan por una misma recta r, tendremos que QRPRPQr  , 

y recíprocamente, si QRPRPQr  , entonces rRQP ,, .  

 

1.3.13 Ejercicio. 

Existen al menos tres rectas no concurrentes. 

 

Demostración. Por el Axioma I3, existirán al menos tres puntos diferentes A, B y C no 

colineales. Puesto que BA  , el Axioma I1 garantiza la existencia de la recta AB . Y 

puesto que AC   y BC  , el mismo axioma garantizará la existencia de las rectas 

AC  y BC . Estas tres rectas no pueden ser concurrentes. En efecto, supongamos que 

existe un punto BCACABD  . Si AD  , entonces BCA  y los tres puntos 

serían colineales, y llegamos a contradicción. Luego AD  , y de la misma forma 

BD   y CD  . 

Si AD  entonces existirá una única recta AD  que contiene a D y A, pero ABAD , , 

luego ADAB  , y de la misma forma llegamos a ADAC  , luego ABADACC   

y por tanto C, A y B serán colineales, llegando igualmente a contradicción. 

 

1.3.14 Ejercicio. 

Para cualquier recta r podemos encontrar siempre un punto rP . 

 

Demostración. Sea r una recta. Sabemos que existen tres puntos A, B y C no alineados, 

(Axioma I3), luego al menos uno de los tres no pertenecerá a r. 

 

1.3.15 Ejercicio. 

Para cualquier punto P, existirá al menos una recta r que no pase por P. 



Demostración. Por el ejercicio 1.3.13, existen al menos tres rectas no concurrentes, 

luego P no pertenecerá al menos a una de ellas, pues si perteneciera a las tres serían 

concurrentes en P. 

 

1.3.16 Ejercicio. 

Para cualquier punto P, existen al menos dos rectas diferentes pasando por P. 

 

Demostración. Por el ejercicio anterior, existirá una recta r que no pasa por P. Por el 

Axioma I2, existirán al menos dos puntos diferentes A y B en r, por lo que ABr  . 

Tenemos que AP  , pues P no pertenece a r por hipótesis, y de la misma forma BP  . 

Las rectas PA  y PB  pasan ambas por P, y son diferentes, pues si PBPA  , entonces 

rABPPAB  , llegando a contradicción. 

 

1.3.17 Ejercicio. 

Supongamos que reemplazamos el Axioma I3 por el siguiente axioma: 

Axioma I3a: Existe una recta r y un punto rP . 

 

Demuestra que de los axiomas I1, I2 y I3a podemos deducir el Axioma I3. 

Recíprocamente, demuestra que de los axiomas I1, I2 y I3 podemos deducir el Axioma  

I3a. Así pues, reemplazando el Axioma I3 por el Axioma I3a obtenemos un sistema de 

axiomas equivalente. 

 

Demostración. Por el Axioma I3a, existe una recta r y un punto rP . Por el Axioma 

I2, existirán dos puntos diferentes A, B en r, luego ABr   . Los puntos A, B y P 

satisfacen el Axioma I3. Efectivamente, si existe una recta s que pasa por A, B y P, 

entonces rABs  , luego rP , contradiciendo la hipótesis. 

Recíprocamente, por el Axioma I3 existirán tres puntos diferentes A, B y C no 

colineales. sea ABr  . Entonces rC . Efectivamente, si rC , entonces los tres 

puntos serían colineales, contradiciendo la hipótesis. 

 

1.3.18 Ejercicio. 

Sea ABr   y rC . Si BCAC   entonces BCACAB  . 

 

Demostración. BCACABr
ACBCB

BCACA
BCAC 
















  por el Axioma I1. 

 

1.3.19 Definición. Rectas paralelas. (Elementos 1, definición 23) 

Diremos que dos rectas r y s son paralelas cuando no tengan ningún punto común, es 

decir, cuando  sr . 

 

1.3.20 Definición. Postulado de la Única Paralela. Plano afín. 

Un plano afín es todo aquel plano incidental en el que se cumple el Postulado de la 

Única Paralela "PUP": Dada una recta r y un punto P tal que rP , existirá una única 

recta s paralela a r que pase por P. 

Por ejemplo, en 17.1.7 se verá que todo plano cartesiano 2K  sobre un cuerpo K es afín. 

 

Problema propuesto: PI/1.8. 



1.4 Planos finitos. 
 

1.4.1 Definición. El plano de tres puntos. 

 

 

Puntos: Tres letras A, B y C. 

Rectas:       CBCABA ,,,,,  

 

1.4.2 Definición. El plano de cuatro puntos. 

 

 

Puntos: Cuatro letras A, B, C y D. 

Rectas:            DCDBCBDACABA ,,,,,,,,,,,  

 

Estos dos planos así definidos satisfacen los axiomas I1, I2 y I3, y por tanto son planos 

incidentales. 

 

1.4.3 Definición. El plano de Fano. 

Un plano de Fano es un plano cumpliendo los siguientes axiomas, llamados ―Axiomas 

de Fano‖: 

 

Axioma F1: Existe al menos una recta. 

Axioma F2: Toda recta contiene exactamente tres puntos. 

Axioma F3: Para toda recta r existe al menos un punto P tal que rP . 

Axioma F4: Todo par de puntos diferentes pertenecen a una única recta. 

Axioma F5: Todo par de rectas tendrá al menos un punto en común. 

 

1.4.4 Proposición. 

Todo plano de Fano es un plano incidental. 

 

Demostración. El Axioma I1 es el Axioma F4. El Axioma F2 implica el Axioma I2.  

El Axioma I3 se cumple aplicando el ejercicio 1.3.17. 

 

1.4.5 Ejercicio. 

En un plano de Fano existe al menos un punto. 

 

Demostración. Basta aplicar el Axioma F1 y después el Axioma F2. 

 

1.4.6 Ejercicio. 

Todo par de rectas diferentes se cortan en un único punto. 

Demostración. Dadas dos rectas r y s, por el Axioma F5 garantizamos que al menos 

existirá un punto srA  . Supongamos que también srB  , con BA . Entonces 

las rectas r y s contienen ambos puntos, y por tanto, aplicando F4, tenemos sr  , 

contradiciendo la hipótesis. 



1.4.7 Proposición. 

En un plano de Fano existen exactamente siete puntos. 

 

Demostración. Por el Axioma F1 existirá al menos una recta r1, y por el Axioma F2 

dicha recta contendrá exactamente tres puntos, digamos A, B y C. Además, por el 

Axioma F3 existirá un punto D tal que 1rD . Por lo tanto son cuatro puntos diferentes. 

Los puntos A y D pertenecen a una recta r2 por F4, y aplicando F2 a r2 existirá tercer 

punto E. 1rE , pues si 1rE entonces 21 rr   y por tanto 1rD , contradiciendo la 

hipótesis. 

De la misma forma obtenemos los puntos BDF  y CDG . 

 

1.4.8 Proposición. 

En un plano de Fano cada punto pertenece a exactamente tres rectas. 

 

Demostración. 

 

1.4.9 Proposición. 

En un plano de Fano no existe ningún punto que pertenezca a todas las rectas a la vez. 

 

Demostración. 

 

1.4.10 Proposición. 

En un plano de Fano existen exactamente siete rectas. 

 

Demostración. 

 

1.4.11 Definición. Un modelo para el plano de Fano. 

 

Puntos: Siete letras diferentes A, B, C, D, E y F. 

Rectas: Los conjuntos 

},,{},,,{},,,{

},,,{},,,{},,,{},,,{

BDFBGEDGA

CGFEDCEFACBA
 

 

1.4.12 Definición. Plano de Young. 

El Plano de Young se diferencia del Plano de Fano únicamente en el quinto axioma: 

 

Axioma Y1: Existe al menos una recta. 

Axioma Y2: Toda recta contiene exactamente tres puntos. 

Axioma Y3: Para toda recta r existe al menos un punto P tal que rP . 

Axioma Y4: Todo par de puntos diferentes pertenecen a una única recta. 

Axioma Y5: Para cada recta r y para cada punto P tal que rP , existe una única recta s 

que pasa por P y es paralela a r. 

 

1.4.13 Definición. Un modelo para el plano de Young. 

Puntos: Las letras A, B, C, D, E, F, G, H, I, J 

Rectas: {A,B,C}, {A, D, G}, {A, E, H}, {A, F, I}, {B, D, H}, {B, E, I}, {B, F, G}, 

{C, D, I}, {C, E, G}, {C, F, H}, {D, E, F}, {G, H, I} 





2 Orden. 

 
2.1 Los axiomas de orden. Planos ordenados. 

 
2.1.1 Definición. Axiomas de orden. Plano ordenado. 

En Los Elementos, las rectas no están orientadas: No se habla nunca de puntos ―más a la 

derecha‖ o ―más a la izquierda‖ en una recta, no hay nada parecido a " BA  " (Sin 

embargo, las rectas de 2IR , el modelo canónico de plano euclídeo, sí están orientadas, 

como se verá en el apartado 17.2). 

De lo que sí habla Euclides es de ―estar entre dos puntos‖, algo que denotaremos por  

CBA ** , aunque no dedica ni una sola frase a especificar qué se entiende por "un 

punto que está entre otros dos en una recta", pues se supone evidente. Esta debilidad la 

corregirá Hilbert en el Grundlagen dedicando todo el Grupo II de axiomas a 

especificar esta relación. 

Así pues, añadimos a los conceptos y axiomas del apartado 1.2 una relación triádica 

entre los puntos, representada por A*B*C , y diremos que ―B está entre A y C‖. Esta 

relación deberá cumplir los siguientes axiomas B1, B2, B3 y B4. Un plano ordenado 

será aquel plano incidental que además incorpore una relación triádica de puntos 

A*B*C que cumpla estos cuatro axiomas. 
 

Axioma B1. (H2.1) 

Si A*B*C entonces: 

a) C*B*A. 

b) Los puntos A, B y C están en una misma recta. 

c) A, B y C son puntos diferentes. 

 

Axioma B2. (Elementos, Postulado 2; H2.2) 

Si BA , entonces existirán puntos C, D y E tales que BAC ** , BDA **  y 

EBA ** . 

 

Axioma B3. (H2.3) 

Supongamos que A, B y C son puntos diferentes de una misma recta r. Entonces será 

cierta una y sólo una de las siguientes afirmaciones:  

 

a) A*B*C  b) B*A*C  c) A*C*B 

 

Es decir, uno y sólo uno de ellos estará entre los otros dos. 

 

Este axioma implica que las rectas no son circulares. Dados tres puntos de una 

circunferencia, siempre podemos decir que cualquiera de ellos está entre los otros dos, y 

esto no puede suceder en el sistema axiomático que estamos construyendo. 

 

 
 



2.1.2 Definición. Segmento.  

Sean P y Q dos puntos no necesariamente diferentes. Definimos el segmento de 

extremos P y Q, que representaremos por PQ , como el conjunto de puntos 

},{}**|{ QPQXPXPQ   

 

Definimos el interior del segmento PQ  como el conjunto de puntos 

}**|{},{ QXPXQPPQ   

 

2.1.3 Observación. Segmento degenerado. 

Cuando QP   la definición anterior sigue siendo válida y se cumple }{PPP  . 

 

2.1.4 Definición. Puntos colaterales. 

Sea una recta r y dos puntos P y Q (no necesariamente diferentes) que no pertenecen a r.  

Diremos que P y Q están al mismo lado de r, y escribiremos QP r  cuando  

 rPQ . 

En caso contrario, diremos que P y Q están en lados opuestos de r, y escribiremos 

QP r . 

        
 

Axioma B4.  

Si r es una recta, y P, Q y R puntos que no pertenecen a r. Entonces: 

 

a) QP r  y RQ r  entonces RP r , es decir, la relación QP r  es transitiva. 

b) QP r  y RQ r  entonces RP r .  

 

Este cuarto axioma es muy importante porque limita a dos el número de lados que 

pueden tener las rectas. Es equivalente al ―Axioma de Pasch‖ que se verá como 

consecuencia directa suya en 2.2.5. 

 

2.1.5 Ejercicio. 

Sean P, Q y R tres puntos que no pertenecen a una recta r.  

 

 

 

Si QP r  y RQ r , entonces RP r . 

Demostración. Si RP r , entonces puesto que RQ r , por el Axioma B4a se deduce 

QP r , contradiciendo la hipótesis QP r . 



2.1.6 Proposición. 

Sean dos puntos P y Q. Entonces PQPQ  . 

 

Demostración. Supongamos que PQX  . Entonces se pueden dar tres casos: PX  , 

QX  o QXP ** . 

Si PX  entonces PQX   por 1.3.3a y de la misma manera si QX  . 

Si QXP ** entonces X, P y Q pertenecen a la misma recta por el Axioma B1b, y la 

recta ha de ser necesariamente PQ  por 1.3.3b. 

 

2.1.7 Proposición. 

Sean dos puntos P y Q. Entonces QPPQ  . 

 

Demostración. Sea PQX  . Entonces QXPQPQXQPPX **  

Si QXP ** entonces también PXQ ** , por lo que QPX  . 

 

2.1.8 Definición. Semirrecta. 

Sean dos puntos diferentes P y Q. Definiremos la semirrecta PQ  por  

}**|{ XQPXPQPQ   

 

 
 

2.1.9 Proposición. 

Sean P y Q dos puntos diferentes. Entonces PQPQPQ  . 

 

Demostración. La inclusión de la izquierda se demuestra por unión de conjuntos. 

Para la de la derecha, si XQPPQPQXPQX **  

Si XQP ** entonces P, Q y X pertenecen a una misma recta por el Axioma B1b y esta 

recta tiene que ser forzosamente PQ  por 1.3.3b. 

 

2.1.10 Proposición. 

Si A*B*C o C*A*B entonces ABC . 

 

Demostración. Si A*B*C entonces AC  y BC  por el Axioma B1c,  y también no se 

cumple A*C*B por el Axioma B3, luego no se cumplirá ninguna de las condiciones 

para que ABC . De la misma forma si C*A*B. 

 

2.1.11 Ejercicio. 

Demostrar que si BAC **  entonces ABC . 

 

Demostración. Supongamos que .ABC  Entonces C=A o C=B o A*C*B o A*B*C. 

Ninguna de las cuatro posibilidades es compatible con la hipótesis BAC ** , por el 

Axioma B3 o por el Axioma B1c. 

 



2.1.12 Ejercicio. 

Demostrar que si BA  , entonces ABBAAB  . 

 

Demostración. Si ABPBAABPAP  .  

De la misma ABPBAABPBP  . 

Si BAP ,  entonces 

)****(**

)****()****(

PABPBABPA

PABAPBPBABPA

BAABP







 

Pero PABPBA ****  es imposible por el Axioma B3, luego  

ABPBPABAABP  **  

 

2.1.13 Ejercicio. 

Demostrar que si BA  , entonces ABBAAB  . 

 

Demostración. Si ABPBAABPAP  . 

De la misma ABPBAABPBP  . 

Si BAP ,  entonces 

PABPBABPA

PABAPBPBABPA

BAABP

******

)****()****(







 

Pero por el Axioma B3: 

ABPPABPBABPA  ******  



2.2 Semiplanos. 
 

2.2.1 Proposición.  

La relación r definida en 2.1.4 es una relación de equivalencia en el conjunto de 

puntos que no pertenecen a r, es decir, cumple las propiedades reflexiva, simétrica y  

transitiva. 

 

Demostración. Sea una recta r y sean P, Q y R tres puntos que no pertenecen a r. 

a) Propiedad reflexiva: PP r . 

Por definición }{PPP  , y  rP}{ , luego PP r . 

 

b) Propiedad simétrica: PQQP rr   

 rPQQP r , pero QPPQ  , luego PQrQP r  

 

c) Propiedad transitiva: RPRQQP rrr   

Es el Axioma B4a. 

 

2.2.2 Definición. Semiplano. 

Sea P un punto que no pertenece a la recta r. Definiremos el semiplano determinado por 

P con frontera r por la clase de equivalencia  rP . 

 

  }|{ QPrQP rr   

 

2.2.3 Lema. 

Toda recta r determina al menos dos semiplanos. 

 

Demostración. Sea ABr  . Por 1.3.14 existirá un punto rC . Por el Axioma B2 

existirá un D tal que CAD ** . 

rD , pues si rD  entonces ACADr   y por tanto rC , llegando a 

contradicción. 

Claramente CD r  pues rCDA  . 

 

2.2.4 Proposición. 

Toda recta determina exactamente dos semiplanos. 

 

Demostración. En la proposición anterior hemos visto que determina al menos dos 

semiplanos. Veamos que no puede determinar ninguno más.  

Sea ABr  , y sean C y D en lados opuestos de r: DC r . 

Supongamos que existe un tercer punto E tal que CE r  y DE r .  

Por el Axioma B4(b), EDCEDC rrr  , llegando a una contradicción. 

 



2.2.5 Teorema. Teorema de Pasch. Lema de Bernays. (H2.4). 

Sean tres puntos A, B y C, y sea r una recta que pasa por AB . Entonces 

a) r pasa por AC o por BC . 

b) Si r no contiene ninguno de los puntos A, B o C, entonces pasa exclusivamente por 

uno de los dos segmentos anteriores. (―Lema de Bernays‖). 

c) Si r pasa por los tres lados del triángulo, entonces cortará dos de sus lados por el 

vértice común. 

 
 

Demostración. a) Supongamos que A, B y C no pertenecen a r. La recta r pasa por AB , 

luego BA r . Entonces o bien CA r y por tanto CB r , es decir, r pasa por BC , o 

bien CA r , es decir, r pasa por AC . 

Si rA , entonces rACA  , Si rB , entonces rBCB  , y si rC , entonces 

rACC  . 

b) Supongamos que A, B y C no pertenecen a r.  Si r pasa por AC  y por BC  entonces 

CA r  y CB r , luego por el Axioma B4(a) tenemos que BA r , lo cual es absurdo 

porque la recta r pasa por AB por hipótesis. 

c) Supongamos que r pasa por los tres lados del triángulo. Si r no pasara por ninguno de 

los tres vértices entraríamos en contradicción con (b), luego pasará por al menos uno de 

sus vértices.  

 

Observación: En los Elementos se supone que toda recta que entre por un lado de un 

triángulo deberá salir por uno de los otros dos lados. El matemático M. Pasch (1843-

1930) fue el primero en proclamar que esta propiedad debía figurar como axioma, en su 

obra Vorlesungen über neuere Geometrie, (Leipsic, 1882). 

 

2.2.6 Proposición.  

El Lema de Bernays (2.2.5b) es equivalente al Axioma B4. 

 

Demostración. En 2.2.5 acabamos de ver que el Axioma B4 implica el Lema de 

Bernays. Veamos ahora el recíproco. 

Sea r una recta y P, Q y R puntos que no pertenecen a r. Veamos el apartado (a): 

Supongamos que QP r  y RQ r  . Si RP r , entonces por el Lema de Bernays  

tendríamos que o bien QP r  o bien RQ r , contradiciendo la hipótesis. Luego 

QP r . 

Veamos el apartado (b): Supongamos que QP r  y RQ r , es decir, la recta r pasa por 

PQ  y por QR . Si además RP r  entraríamos en contradicción con el Lema de 

Bernays cuando exige que solo puede pasar por uno de los dos. Luego RP r . 

 

 



2.2.7 Ejercicio. 

Sean una recta r, rA  y rB . Todo punto de la semirrecta AB , excepto A, pertenece 

a  rB , es decir, es colateral con B respecto a r. 

 

Demostración. En primer lugar observamos que el único punto de corte entre r y AD  es 

A, pues son rectas diferentes. 

BPAPPBABPAABP  ****  

El caso AP   queda descartado, y el caso BP   es trivial. Vamos los dos casos 

restantes. 

Supongamos A*P*B o A*B*P. Si AXrPBX  , pues ADPB  . Luego 

tendríamos P*A*B, contradiciendo la hipótesis (Axioma B3). Luego  rPB , es 

decir,  rBP . 

 

2.2.8 Ejercicio. 

Sea una recta AB  y sean C y D puntos en lados opuestos de la recta. Si C, A y D están 

alineados, entonces DAC ** . 

 

Demostración. Si C y D están en lados opuestos de AB , entonces CD  y AB  se cortan 

en un punto P, es decir, DPC **  con ABP . 

Las rectas CD  y AB  son diferentes, luego sólo pueden tener un punto de corte, que 

será el punto P. 

Por otro lado, si C, A y P están alineados, CDA , y claramente ABA , luego 

ABCDA  . Por la unicidad del punto de corte se deduce que PA   y por tanto 

DAC ** . 



2.3 Relación de orden de cuatro puntos. 
 

La relación de orden de tres puntos en una recta se puede ampliar de forma natural a 

cuatro o más puntos. Definir una relación de orden de cuatro puntos será muy útil 

posteriormente para facilitar y simplificar la demostración de muchos de los resultados. 

 

2.3.1 Definición. Relación de orden de cuatro puntos. 

Sean cuatro puntos A, B, C, D . Diremos que A*B*C*D cuando se cumplan las 

siguientes cuatro condiciones al mismo tiempo: 

 

A*B*C,  A*B*D,  A*C*D  y  B*C*D 

 

 
 

Es decir, los cuatro puntos estarán ordenados cuando, descartando cualquiera de los 

cuatro, los otros tres mantienen el orden. 

 

2.3.2 Proposición. 

Si A*B*C*D entonces A, B, C y D son diferentes y colineales. 

 

Demostración. Puesto que se cumple A*B*C, los puntos A, B y C son diferentes y 

colineales (Axioma B1). Sea r la recta que pasa por los tres. Claramente ABr  . 

Puesto que A*B*D, los tres puntos A, B y D son diferentes y ABD , luego los cuatro 

puntos son colineales. 

Por último, A*C*D implica que los puntos A, C y D son diferentes, por lo tanto los 

cuatro puntos son diferentes. 

 

2.3.3 Proposición.  

Si A*B*C*D entonces D*C*B*A. 

 

Demostración. Aplicamos el Axioma B1a para cada condición: 

 

ABCD

ABCCBA

ABDDBA

ACDDCA

BCDDCB

DCBA ***

****

****

****

****

*** 

































  

 

2.3.4 Proposición. 

Si A*C*D y A*B*C entonces A*B*C*D 

 
 

Demostración. CBADBADCADCBDCBA ***********   

Tenemos que comprobar B*C*D y A*B*D.  



ACDCADCA  ,,** , y de la misma forma ACCBACBA  ,,** , luego 

ACDCBA ,,, . Definimos ACr  . 

Sea E un punto ACE  (1.3.14). 

Las rectas AC y CE  se cortan única y exclusivamente en el punto C, pues son 

diferentes (1.3.8) 

ABCCBA ** , luego  rAB , y por lo tanto BA r  

DADCA r**  

Aplicando el Axioma B4a tenemos que DB r , luego  rBD . Pero ACBD  , 

luego forzosamente CrBD  , es decir B*C*D. 

De la misma forma se demuestra la condición A*B*D. 

 

2.3.5 Proposición. 

Si A*B*D y B*C*D entonces A*B*C*D. 

 

Demostración.  

DCBAABCD
BCDDCB

ABDDBA
******

****

****









 

 

Donde hemos utilizado el Axioma B1a  y las proposiciones 2.3.3 y 2.3.4. 

 

2.3.6 Proposición. 

Si CBA **  y DCB ** , entonces DCBA *** . 

 

 
 

Demostración. CBA **  y DCB **  implica que los cuatro puntos son diferentes y 

colineales. Sea r la recta que contiene a los cuatro puntos. 

Desarrollando la definición de DCBA *** , sólo tenemos que demostrar dos 

implicaciones: 

i) DCADCBCBA ******   

Hay tres posibilidades: CAD ** , CDA **  y ACD ** . Veamos que las dos primeras 

nos llevan a contradicción. 

Supongamos CAD ** . Por 2.3.5, CBDCBADCBACAD *********  , 

incompatible con DCB ** . 

Supongamos CDA ** . Seguiremos un razonamiento similar al de 2.3.4: 

Sea ADE  y EDs  . El único punto de intersección entre r y s es D. 

BDABA
CBDCB

CACDA
s

s

s
**

**

**









 

Ahora CBDCBDACBABDA *********   que es incompatible con  

DCB ** . 

Luego la única posibilidad es DCA ** . 

ii) DBADCBCBA ******  . Hay tres posibilidades: BDA ** ,  DAB **  y 

DBA ** . Veamos que las dos primeras nos llevan a contradicción. 



Supongamos BDA ** . Entonces CBDCBDACBABDA *********  ,  

incompatible con DCB ** . 

Supongamos BDA ** . Entonces CBDCBDACBABDA *********  , 

incompatible con DCB ** . 

 

2.3.7 Proposición. 

Si CBA ** , CBA '**  y 'BB   entonces CBBA '***  o  CBBA *'** . 

 

Demostración. A, B y B‘ son diferentes y colineales, luego se tiene que dar uno de los 

tres casos siguientes: i) '** BBA  , ii) BBA '**  o iii) '** BAB . 

i) CBBACBABBA '***'**'**  . 

ii) CBBACBABBA *'****'**   

iii) CABCBABCBABAB **'***'**'**   absurdo, pues suponemos CBA ** . 

 

2.3.8 Proposición. 

Si CBA ** , '** CBA  y 'CC   entonces '*** CCBA  o  CCBA '*** . 

 

Demostración. A, C y C‘ son tres puntos diferentes y colineales, luego se tiene que dar 

uno de los tres casos siguientes: i) '** CCA , ii) CCA '**  o iii) '** CAC . 

i) '*****'** CCBACBACCA   

ii) CCBACBACCA '***'**'**   

iii) BACCBACCBACAC **'***'**'**   absurdo, pues suponemos 

CBA ** . 

 

2.3.9 Proposición. 

Si A, B, C y D son cuatro puntos diferentes y colineales, y se cumple CBA ** . 

Entonces se cumple una y sólo una de las siguientes afirmaciones: 

 

i) CBAD ***  ii) CBDA ***  iii) CDBA ***  iv) DCBA ***  

 

Demostración. Si A, B, D son distintos y colineales entonces se da una situación: 

A*B*D, A*D*B o D*A*B. Por otro lado, A, C, D son distintos y colineales, luego se 

da una de las situaciones siguientes: A*C*D, C*A*D, o C*D*A. Aplicamos las 

proposiciones anteriores para estudiar caso por caso: 

 

 A*B*D A*D*B D*A*B 

A*C*D A*B*C*D (iv) o  

A*C*B*D imposible  

A*C*D*B imposible D*C*A*B imposible 

C*A*D C*A*B*D imposible C*A*D*B imposible B*D*A*C  imposible 

o D*B*A*C (i) 

C*D*A A*B*D*C (iii) A*D*B*C (ii) o 

A*D*C*B imposible 

C*D*A*B imposible 

 

2.3.10 Corolario. 

Si A, B, C y D son cuatro puntos diferentes y colineales, entonces existe una 

permutación X, Y, Z, W de estos cuatro puntos tal que X*Y*Z*W. 

 

Demostración. Los puntos A, B y C son diferentes, luego i) CBA ** , ii) BCA **  o 

iii) CAB ** . Basta construir las tres tablas anteriores con cada caso para obtener los 24 

casos posibles. 



2.3.11 Definición. Extremos de un segmento. 

Los puntos A y B del segmento AB  se denominan extremos del segmento. El siguiente 

ejercicio demuestra que los puntos A y B pueden ser determinados exclusivamente 

mediante la relación de orden en su conjunto de puntos. 

 

2.3.12 Ejercicio. 

Los extremos A y B de AB  son los únicos puntos del segmento que no están entre dos 

puntos del mismo. 

 

Demostración. Supongamos que DAC **  y ABDC , . 

Supongamos en primer lugar que BD   y BC  . 

Sabemos que AD   y BC   por el Axioma B1c. 

Luego BCA **  y BDA ** . Por hipótesis DAC ** , luego por 1.4.5, BDAC *** , y 

por tanto BAC ** , pero BCA ** , contradiciendo el Axioma B3. 

Supongamos que BD  . Entonces BAC **  con ABC . Ahora AC   y BC  , 

luego A*C*B. pero esto contradice el Axioma B3. 

Supongamos que BC  . Entonces tenemos DAB ** , con ABD . Ahora AD   y 

BD  , luego A*D*B. pero esto contradice el Axioma B3. 

 

2.3.13 Teorema.  

Si CAB **  entonces BCBA . 

 

Demostración. APBBAP ** . 

BCPCPBCAPBCABAPB  ********* . 

Si AP   o CP   es trivial. 

 

2.3.14 Ejercicio. 

Supongamos que CAB ** . Entonces BCACBA  , y  AACBA  . 

 

Demostración. 

BCACBA
BCACBAC

BCBA
CAB 


















**
** . 

Está claro que   ACBAA  . Veamos  AACBA  . Sea ACBAP   

Si CBABP ** , incompatible con CAB ** . 

Si }{AAAP  . 

Si ACBCP ** , incompatible con CAB ** . 

Si CPAAPB ****  : CBACPBACABCPA *********  , incompatible 

con CAB ** . 

 

2.3.15 Proposición. 

Si C*A*B entonces  AACAB  . 

 

Demostración. 



 
 

}{

}**|{}**|{)}**|({

}**|{)(

})**|{(})**|{(

A

PCAPPBAPACPBAP

PBAPABACAB

PCAPACPBAPABACAB









 

}{AACAB   por 2.3.14. 

 }**|{ PBAPAB  pues A*P*B y A*B*P son incompatibles. 

 ACPBAP }**|{  pues BAPBAPCCPA *******   incompatible con 

A*P*C. 

 }**|{}**|{ PCAPPBAP , pues 

PACPBACBACPBA *********  , incompatible con PCA ** . 

 

2.3.16 Definición. Semirrectas opuestas por el vértice. 

Si A*B*C, diremos que BC  y BA  son semirrectas opuestas. 

 

2.3.17 Proposición. 

Si A*B*C, entonces BABCAC   

 

Demostración. Veamos que BABCAC  : 

Aplicando B3, 









PCACPACAP

BPAP
ACP

******
    

Si BABCBAPBPAP   

Si CAP ** , entonces puesto que CBA ** tenemos CBAP ***  (2.3.6), luego 

BAP ** , por tanto PAB **  y en consecuencia BABCBAP   

De la misma manera 

BABCBCPPCBPCBACBAPCA  *********  

Por último, si CPBACBPACBACPA **********   

BABCBAABPBPACBPA  *****  

BABCBCBCPCPBCPBA  *****  

Veamos que ACBABC  : 

ABBABAABBCBCABCBACBA  ,,** , luego ACBABC  . 

 

2.3.18 Ejercicio. 

Supongamos que A*B*C. Entonces ACAB  . 

 

Demostración. Veamos en primer lugar ACAB  . Si ABP entonces  

i) ACPAP   

ii) ACPCPABP  **  

iii) BPA ** . Puesto que por hipótesis CBA ** , tenemos CBPA *** , y por tanto 

CBA ** . Luego ACP  

iv) PBA ** . Puesto que por hipótesis CBA ** , sólo puede suceder CPBA *** , y 

por tanto CPB **  y ACP , o bien PCBA ***  y por tanto PCB **  y ACP . 

 



Veamos ahora ABAC  . Si ACP entonces: 

i) ABPAP   

ii) ABPPBACP  **  

iii) CPA ** . Puesto que por hipótesis CBA ** , tenemos o bien CBPA *** , y por 

tanto BPA ** . Luego ABP , o bien CPBA *** , y por tanto PBA ** . Luego 

ABP , 

iv) PCA ** . Puesto que por hipótesis CBA ** , deducimos que PCBA *** , y por 

tanto PBA ** . 

 

2.3.19 Ejercicio. 

Supongamos que ABP , y AP  . Entonces APAB  , y APB . 

 

Demostración. Si BP   trivialmente APAB  . 

Si BPA **  entonces por el ejercicio anterior, 2.3.18, ABAP  . 

Si PBA ** , igualmente por 2.3.18 deducimos que ABAP  . 

Ahora es trivial que APABB  . 

 

2.3.20 Ejercicio. 

Toda recta contiene infinitos puntos. 

 

Demostración. Sea una recta r. 21AAr   con 21 AA   por 1.3.4. 

Por el Axioma B2, existirá un 3A  tal que 321 ** AAA . rA 3  por el Axioma B1b, y 

23 AA   y 13 AA   por el Axioma B1c. 

De la misma forma, podemos ir añadiendo puntos rAk   tales que kkk AAA ** 12  , 

1 kk AA  y 2 kk AA . 

Tenemos una sucesión de puntos  kAAA ,...,, 21  tales que kkk AAA ** 12  . 

Veamos que se cumple kk AAA ** 11   para todo k, por inducción: 

Es cierto para k=3: 321 ** AAA , y si suponemos que es cierto hasta k-1: 121 **  kk AAA , 

entonces, puesto que kkk AAA ** 12  , tenemos que kkk AAAA *** 121  , luego 

kk AAA ** 11  , como queríamos ver. 

Veamos ahora que es una sucesión de segmentos encajados:  kAAAA 121 ... , 

nuevamente por inducción: 3121 AAAA   pues 321 ** AAA  (Teorema 2.3.13). 

Supongamos ahora que es cierto hasta k-1: 11413121 ...  kAAAAAAAA . Puesto que 

121 **  kk AAA , y kkk AAA ** 12   tenemos que kkk AAAA *** 121  , y por tanto 

kk AAA ** 11  , luego por 2.3.13 deducimos que kk AAAA 111  . 

Veamos, por último, que jk AAA 1  para todo j<k. Puesto que son segmentos encajados, 

es suficiente ver 11  kk AAA . Supongamos que 11  kk AAA . Puesto que hemos 

demostrado kk AAA ** 11  , los tres puntos son diferentes, luego 11 ** kk AAA , pero esto 

contradice el Axioma B3.  

Así pues, la cadena de segmentos encajados es estricta: kk AAAA 111   y kk AAAA 111  .  



Veamos que son todos diferentes: jk AA   para todo jk  . 

Si jk AA  para kj  , entonces jk AAAA 11  , contradiciendo el hecho demostrado 

anteriormente de que los intervalos están encajados de forma estricta: jk AAAA 11  . 

Así pues, la sucesión de puntos  kAAA ,...,, 21  son todos diferentes. 

 

2.3.21 Ejercicio. 

Todo segmento contiene infinitos puntos. 

 

Demostración. Dado un segmento AB , existirá un 1B  tal que BBA ** 1 , por el Axioma 

B2. De la misma forma podemos obtener un 2B  tal que 12 ** BBA , un 3B  tal que 

23 ** BBA , etc. Es fácil demostrar que la sucesión ,...},{ 21 BB  se compone de infinitos 

puntos diferentes del segmento AB . 

 

2.3.22 Definición. Extremo de una semirrecta. 

Llamaremos extremo de la semirrecta AB al punto A. El siguiente lema nos garantiza 

que el extremo de una semirrecta queda determinado en el conjunto de puntos de la 

misma por la relación de orden, y por lo tanto es único. Así pues, el extremo de una 

semirrecta está bien definido, pues no depende de la pareja de puntos que tomemos para 

su definición. 

 

2.3.23 Lema.  

El punto A de la semirrecta AB es el único punto de la semirrecta que no está entre 

otros dos puntos cualesquiera de la misma.  

 

Demostración. Claramente ABABA   por 2.1.9. 

Supongamos que existen ABDC ,  tales que DAC ** , es decir, A está entre otros dos 

puntos de la semirrecta. Luego DA   por el Axioma B1c, y por 2.3.17 tenemos que 

ADAB  . Pero ahora, por 2.1.14, deducimos que ABADC  , contradiciendo la 

hipótesis. 

Veamos que el resto de puntos de la semirrecta están entre dos puntos de la misma.  

Sea ABC , AC  . Nuevamente por 2.3.19 ACAB  , y por el Axioma B2, existirá 

un D tal que A*C*D. El punto ACD claramente, luego ABD , y por tanto C está 

entre dos puntos de la semirrecta. 

 

2.3.24 Corolario. 

Si AB  y CD  son iguales como conjuntos, entonces A=C. 

 

Demostración. A es el único punto del conjunto AB  que no está entre otros dos puntos 

del mismo. Y por otro lado, C es el único punto del conjunto CD  que no está entre 

otros dos puntos del mismo. Si CDAB  , entonces A=C por unicidad. 

 



2.3.25 Ejercicio. 

Si CBA ** , BCD  y BD   entonces A*B*D. 

 

Demostración. Si BCD  tendremos una de las siguientes situaciones: 

i) DBADCBADCB *******   

ii) DBACDBACDB *******   

iii) D=C, y por tanto A*B*D 

iv) D=B no sucede por hipótesis. 

 

2.3.26 Ejercicio. 

Si CBA ** , BCD  y BD   entonces A*B*D. 

 

Demostración. Sea BDBCD  . Si CD   es trivial.  

Si DBACDBACDB *******  . 

Si DBADCBADCB *******  . 

 

2.3.27 Definición. Semirrecta opuesta. 

Dada una semirrecta AB , definimos su semirrecta opuesta )(ABop  como  

   ABAPPABop  **|)(  

 

2.3.28 Proposición. 

ACABop )(  para cualquier punto BAC ** . 

 

Demostración. Sea C cualquier punto BAC ** . 

Veamos en primer lugar ACABop )( . 

Sea )(ABP . Si AP   entonces claramente  ACAP  , y de la misma forma, si 

CP  entonces  ACCP  . Supongamos que  CAP , , es decir, BAP ** . 

BAP **  y BAC **  implica BACP ***  o BAPC *** (2.3.7) 

Si BACP ***  entonces ACP **  y por tanto ACP . 

Si BAPC ***  entonces APC **  y por tanto ACP . 

En todo caso, ACP . 

Veamos ahora que )(ABopAC  . 

Sea ACP . Se pueden dar los siguientes casos: 

a) AP  . Entonces )(ABopP  por construcción de )(ABop . 

b) CP  . Luego BAPBAC ****   y por tanto )(ABopP . 

c) CPA ** . Entonces  

)(*********** ABopPBAPPABCPABCABBAC   

d) PCA ** . De la misma manera, 

)(*********** ABopPBAPPABPCABCABBAC   

 



2.3.29 Ejercicio. 

a)  AABopAB  )(  

b) ABABopAB  )(  

 

2.3.30 Ejercicio. 

Dados tres puntos CBA ,,  alineados y diferentes,  












BCAsiBC

CABsiAB

CBAsiBC

BCAB

**

**

**

 

 

 



2.4 Ángulos. 
 

2.4.1 Definición. Ángulo.  

Un ángulo son dos semirrectas no alineadas con extremo común. 

Es decir, si tomamos tres puntos A, B y C no alineados, definiremos el ángulo BAC  

por 

    

 

 

ACABBAC   

 

Observación: Al exigir que los puntos no estén alineados quedan excluidos como 

ángulos los llamados habitualmente ―planos‖ y los ―nulos‖: 

 

 
  

2.4.2 Proposición. 

Sean A, B, C tres puntos no colineales. Si ABB'  y ACC' , con AB '  y AC ' , 

entonces A, B‘ y C‘ son también no colineales y '' ACBBAC  . 

 

 
 

Demostración. Supongamos que existe una recta r tal que rCBA ',', . 

ABABB '  y por lo tanto rAB   (Axioma I1) 

De la misma forma llegamos a rAC  , luego rCBA ,, , absurdo. 

Por lo tanto ABB'  y AB ' entonces 'ABAB   (2.3.19), y de la misma manera 

'ACAC  , luego '''' ACBACABACABBAC   

 

2.4.3 Definición. Vértice de un ángulo.  

Diremos vértice del ángulo BAC  al punto A. Por 2.3.24, el vértice de un ángulo es el 

único punto del ángulo que no está entre dos puntos del mismo. 

 

2.4.4 Definición. Lados de un ángulo. 

Diremos lados del ángulo BAC  a las semirrectas AB  y AC . 

 

Observación: Los lados de un ángulo son independientes de los puntos B y C 

escogidos para definirlo (ver 2.4.2). 

 

 



2.4.5 Definición. Interior y exterior de un ángulo. 

Sean A, B y C tres puntos no colineales. Definimos el interior del ángulo BAC  por 

   ABAC CB  , es decir los puntos que son colaterales con B respecto AC  y colaterales 

con C respecto a AB . 

 
Se define el exterior del ángulo BAC  por el conjunto de todos los puntos que no 

están en su interior. 

 

2.4.6 Proposición. El Teorema del segmento cruzado. 

Supongamos que A, B y C son tres puntos no colineales, y sea BCD . Entonces D 

pertenece al interior de BAC si y sólo si B*D*C. 

 

 
 

Demostración. Supongamos que D pertenece al interior de BAC . Entonces BD
AC

  

y CD
AB

 . 

En particular ACD y ABD , por lo tanto CD   y  BD  . 

Por el Axioma B3 sólo se puede dar una de las siguientes tres situaciones: 

i) D*B*C, ii) B*D*C o iii) B*C*D. 

Veremos que se cumple la segunda viendo que las otras dos nos llevan a absurdo. 

Supongamos que i) D*B*C. Entonces CDABDCB
AB

 , contradiciendo la 

hipótesis.  

De la misma forma vemos que iii) B*C*D nos lleva al absurdo. Así pues se cumple 

B*D*C. 

Supongamos por el contrario que B*D*C. Entonces DCB  por (2.1.10). Pero B es el 

único punto de intersección posible entre AB  y BC  (por 1.3.8), luego  ABDC , 

es decir CD
AB

 . De la misma forma vemos que BD
AC

 . 

 



2.5 Ordenación de semirrectas con extremo común. 
 

2.5.1 Proposición. 

Sea un ángulo BAC  y D un punto de su interior. Entonces todos los puntos de AD , 

exceptuando A, pertenecen también al interior de BAC . 

 
 

Demostración.  ABDPAADP  }{  por 2.2.7.  

Pero      ABABAB CDDC    (una propiedad fundamental de las clases de 

equivalencia) 

Luego  ABCP . De la misma forma se comprueba que  ACBP , es decir, P pertenece 

al interior de BAC . 

 

2.5.2 Definición. Ordenación de semirrectas con extremo común. 

Sean cuatro puntos diferentes A, B, C y D, tales que las semirrectas AB , AC , AD  son 

diferentes, y tales que los puntos A, B y C no son colineales. (es decir, AB  y AC no 

son semirrectas opuestas. Si D está en el interior de BAC  entonces diremos que AD  

está entre AB  y AC , y escribiremos ACADAB  . 

 
 

Observación 1: Por construcción está claro que ACADAB   es equivalente a 

ABADAC  . 

 

Observación 2: La Proposición 2.4.2 garantiza que el ángulo BAC  depende de las 

semirrectas AB  y AC , y no de la elección de los puntos ABB  y ACC  escogidos. 

Por otro lado, la proposición 2.5.1 garantiza que si ACADAB  , todo punto de la 

semirrecta AD , excepto A, pertenece al interior de BAC . Todo esto garantiza que la 

definición del orden entre semirrectas con extremo común está bien definido, es decir, 

es independiente de la elección de los puntos B, C y D de cada semirrecta. 

 



2.6 El Teorema de la semirrecta interior. 
 

2.6.1 Lema. 

Si C y D son dos puntos en lados opuestos de una recta ABr  , BA  , entonces las 

semirrectas AC  y BD  son disjuntas. 

 
 

Demostración. Por el ejercicio 2.2.7, todo punto de la semirrecta AC , exceptuando el 

extremo A, es colateral con C respecto a r. De la misma forma todo punto de la 

semirrecta BD , exceptuando el extremo B, será colateral con D respecto a r. Pero C y D 

están en lados opuestos, luego A y B serían los únicos puntos que pueden ser colaterales 

respecto r, pero BA  . 

 

2.6.2 Lema. Propiedad de separación. 

Si ACADAB   entonces CB
AD

 . 

 
 

Demostración. Si ACADAB   entonces D está en el interior de BAD , luego 

BD
AC

  y CD
AB

 . 

Sea E un punto tal que E*A*C. Entonces CE
AB

 , y puesto que CD
AB

 , tenemos 

que DE
AB

  (2.2.6). Luego BEAD  (2.6.1), luego en particular BEAD . 

Sea F un punto tal que F*A*D. Entonces DF
AC

 , y puesto que BD
AC

 , tenemos 

que BF
AC

 . Luego BEAF  (2.6.1), y en particular BEAF  

Pero ADAFAD   (2.1.13), luego BEAD , es decir, EB
AD

 . Teniendo en 

cuenta que ECEAC
AD

** , llegamos a CB
AD

 . 

 



2.6.3 Teorema. El teorema de la semirrecta interior. 

Supongamos ACADAB  , es decir, A, B y C son puntos no colineales y D pertenece 

al interior de BAC . Entonces la semirrecta AD  corta el interior del segmento BC . 

Recíprocamente, si A, B y C son puntos no colineales y B*D*C, entonces 

ACADAB  . 

 
 

Demostración. Por el lema anterior (2.6.2) sabemos que CB
AD

 , es decir, la recta AB  

corta el segmento BC  en un punto P, CPB ** . 

Veamos ahora que P pertenece a la semirrecta AD . 

Supongamos, por el contrario, que P*A*D. Entonces  DP
AB

 , pero D pertenece al 

interior de BAC , luego CD
AB

 , y por tanto CP
AB

 , que está en contradicción con 

B*P*C, pues  ABCBCP   (2.2.7) 

 

Veamos el recíproco: Supongamos que A,B y C son tres puntos no colineales, y 

B*D*C. Por lo tanto D pertenece a BC y podemos aplicar 2.4.6 para deducir que D 

pertenece al interior de BAC .  

 

2.6.4 Proposición. 

Si ACADAB   y ADAEAB   entonces ACAEAB   y ACADAE  . 

 

Demostración. Si ACADAB   entonces, por 2.6.3, AD  corta BC  en un punto D‘ tal 

que B*D‘*C. 

Puesto que 'ADAD   tenemos que 'ADAEAB  , por lo que aplicando nuevamente 

2.6.3, existirá un E‘ en AE  tal que B*E‘*D‘. Luego aplicando 2.3.4, B*E‘*D‘*C, y por 

tanto B*E‘*C, por lo que, por el recíproco de 2.6.3, llegamos a ACAEAB  ' , es 

decir, ACAEAB  , y E‘*D‘C, luego  ACADAE  '' , que es equivalente a 

ACADAE  . 

 

2.6.5 Proposición. 

Si D está en el interior de BAC , el interior de BAD  es un subconjunto del interior 

de BAC . 

 

Demostración. Si D está en el interior de BAC , entonces ACADAB  . 

Sea P un punto del interior de BAD . Entonces ADAPAB  , luego aplicando la 

proposición anterior deducimos que ACAPAB  , es decir, P está en el interior de 

BAC . 



2.6.6 Proposición. 

Dadas tres semirrectas con origen A, como mucho una de ellas puede estar entre las 

otras dos. 

 

Demostración. Supongamos ADACAB   y ACADAB  . Entonces, aplicando 

2.6.4 llegaríamos al absurdo ACADAC  . 

 

2.6.7 Ejercicio. 

Dibuja en un papel tres semirrectas para las cuales ninguna de ellas está entre las otras 

dos. El Axioma B3 no es válido para la relación de orden que hemos establecido con los 

ángulos (sólo funciona cuando dos de las semirrectas están en el mismo semiplano que 

determina la tercera). 

 



2.7 Ángulos suplementarios. 
 

2.7.1 Definición. Ángulos suplementarios. 

Diremos que los ángulos BAD  y DAC  son suplementarios cuando se cumple 

B*A*C y el punto D no pertenece a BC . 

 

 
 

2.7.2 Proposición. Existencia del ángulo suplementario. 

Todo ángulo tiene un ángulo suplementario.  

 

Demostración. Sea un ángulo BAD . Por el Axioma B2 existirá un punto C tal que 

B*A*C. El punto D no pertenece a BCBA  , luego tenemos todas las condiciones de la 

definición de ángulos suplementarios. 

 

2.7.3 Proposición. 

Los interiores de dos ángulos suplementarios son disjuntos. 

 

Demostración. Supongamos que E pertenece al interior de BAC , luego CE
AB

  y 

BE
AC

 . Supongamos que E también pertenece al interior de DAC , luego DE
AC

  

y CE
DA

 . Así pues, por transitividad, tenemos que BE
AC

  y DE
AC

 , luego 

DB
AC

 , contradiciendo la hipótesis B*A*C. 

 

2.7.4 Proposición. 

Supongamos B*A*C y sea BCD . Sea E un punto al mismo lado de BC  que D. 

Entonces será cierta una y sólo una de las siguientes sentencias: (a) E está en el interior 

de BAD , (b) E está en la semirrecta AD , (c) E está en el interior de CAD . 

 

Demostración. Si ADE  entonces no puede pertenecer a ningún interior, puesto que 

no se puede cumplir BE
AD

  ni CE
AD

 , y se cumple (b). 

Supongamos que ADE . Entonces ADE , pues seguro que no pertenece a la 

semirrecta opuesta a AD  pues todos estos puntos están al otro lado de BC . 

Como ADE , puesto que B*A*C, tenemos que CB
AD

 , luego o bien BE
AD

  o 

bien CE
AD

 . 

Si BE
AD

 , puesto que además DE
BC

  por hipótesis, tenemos que E pertenece al 

interior de BAD  (a), y si CE
AD

 , puesto que DE
BC

 , tenemos que E pertenece al 

interior de CAD . 

Por 2.7.3 si E pertenece a un interior no puede pertenecer al otro. 

 

 



2.7.5 Proposición. 

Supongamos que B*A*C. Si AEADAB   entonces ACAEAD  . 

 

Demostración. Si AEADAB   entonces D pertenece al interior de BAE , luego 

ED
AB

 . 

Por lo tanto, por 2.7.4 o bien (a) ADE , o bien (b) E pertenece al interior de BAD , 

o bien (c) E pertenece al interior de CAD . Veamos que (a) y (b) nos llevan al 

absurdo: 

Si ADE , entonces AED , y D no puede pertenecer al interior de BAE , 

contradiciendo AEADAB  . 

Si E pertenece al interior de BAD , entonces ADAEAB  , pero por hipótesis 

AEADAB  , contradiciendo la proposición 2.6.6. 

 



2.8 Polígonos, triángulos, cuadriláteros. 
 

2.8.1 Definición. Polígono. 

Dado un conjunto ordenado de puntos  nPPP ...,,, 21  llamados vértices, definimos los 

lados como los segmentos entre cada uno de los puntos y el siguiente 1kk PP , y el 

segmento entre el último punto y el primero 1PPn . 

Definimos polígono como un conjunto ordenado de puntos junto con la unión de sus 

lados: 

 1132212121 ...,...,,, PPPPPPPPPPPPPP nnnnn    

 

Llamaremos vértices correlativos cualquiera de las ternas  11 ,,  kkk PPP ,  21,, PPPn  y 

 11 ,, PPP nn .  

Llamaremos lados correlativos a cualquier pareja  cbba PPPP ,  con  cba PPP ,,  vértices 

correlativos. 

 

Diremos que un polígono es "no degenerado" cuando todos sus vértices sean diferentes 

y cada uno de los vértices solo aparezca como extremo de dos lados correlativos. 

Nosotros siempre trabajaremos con polígonos no degenerados. 

 

Definimos los ángulos del polígono como los ángulos asociados a cada vértice y sus 

dos vértices correlativos, el anterior y el posterior: 

 

211 PPPP n , 11  kkkk PPPP , ..., 11 PPPP nnn   

 

Para que tenga sentido definirlos supondremos que tres vértices correlativos no están 

nunca alineados. 

 

Llamaremos diagonales de un polígono a todos los segmentos que unan dos vértices no 

correlativos. 

 

Diremos que un polígono es equilátero cuando todos sus lados sean congruentes. 

 

Observación. Un conjunto de vértices sin ordenar no determina de forma unívoca un 

polígono. Por ejemplo, los polígonos ABCD  y ABDC  siguientes son diferentes: 

 

 
 

Sólo en el caso más simple, el de tres puntos o triángulo, la figura sí queda determinada 

por sus vértices independientemente del orden. 

 

 



2.8.2 Definición. Triángulo. Interior y exterior de un triángulo. 

Un triángulo es un polígono de tres lados, es decir, dados A, B, C tres puntos no 

colineales. Definimos el triángulo ABC  por 

 

 CABCABCBAABC  ,,,  

 

El interior del triángulo ABC  se define como la intersección de los interiores de los 

ángulos A , B  y C . El exterior del triángulo ABC  es el conjunto de puntos que 

no están en el triángulo ni en su interior. 

 

2.8.3 Observación. 

Los vértices del triángulo son los únicos puntos que no están entre otros puntos del 

triángulo. Así pues, los vértices están bien definidos, es decir, no dependen de cómo 

queda determinado, sólo del triángulo en sí mismo como conjunto de puntos. 

 

2.8.4 Proposición. 

Sean A, B, C tres puntos no colineales. El interior del triángulo ABC  es la 

intersección de tres semiplanos, en concreto es      ABCABC CBA   

 

Demostración. 

     ABCABCBCACAB

BCACBCABACAB

CBAPAPBPCP

APBPAPCPBPCP

CIntBIntAIntP







 

 

2.8.5 Definición. Cuadrilátero. 

Un cuadrilátero es un polígono de cuatro lados, es decir, dados cuatro puntos ordenados  

A, B, C y D definimos el cuadrilátero ABCD  por 

 

 DACDBCABCBAABCD  ,,,  

 

Los lados AB  y CD  son lados opuestos. Igualmente son lados opuestos los lados BC  

y DA . 

Los vértices A y C son vértices opuestos. Igualmente son vértices opuestos B y D. 

 

2.8.6 Definición. Cuadrilátero completo. Triángulo diagonal. 

Todo cuadrilátero ABCD  cuyos lados no sean paralelos determina una figura 

geométrica muy interesante llamada cuadrilátero completo, que consta del propio 

cuadrilátero junto a los puntos BDACRBCADQCDABP  ,, , 

y las rectas que determinan. El triángulo PQR  llama triángulo diagonal asociado al 

cuadrilátero. 

 



2.9 Cuadriláteros convexos. Trapecios. Paralelogramos. 
 

2.9.1 Definición. Polígono simple. 

Está claro que en todo polígono, dos lados consecutivos se cortan en su extremo común: 

 

11   kkkkk PPPPP  

 

Diremos que el polígono es simple cuando no existen otros puntos de corte entre sus 

lados. Es decir, un polígono es simple cuando los lados sólo se cortan en los vértices 

comunes. 

Los polígonos que no son simples se llaman "polígonos con autointersecciones". 

 

2.9.2 Definición. Cuadrilátero convexo. 

Diremos que un cuadrilátero ABCD  es convexo cuando 

a) C está en el interior de A . 

b) D está en el interior de B . 

c) A está en el interior de C . 

d) B está en el interior de D . 

 

Nota: En 2.9.6 se demostrará que sólo hace falta que se cumplan dos de estas cuatro 

condiciones. 

 

 
 

Más adelante se demostrará que todo cuadrilátero convexo es simple. 

 

2.9.3 Lema. 

Un cuadrilátero ABCD  es convexo si y sólo si se cumplen las cuatro condiciones 

siguientes: 

a) AB  no se corta con CD . 

b) BC  no se corta con DA . 

c) CD  no se corta con AB . 

d) DA  no se corta con BC . 

 

Nota. En 2.9.6 se verá que sólo hace falta que se cumplan tres de las cuatro condiciones. 

 

Demostración. Este lema se deduce directamente de la definición de lateralidad. Por 

ejemplo, supongamos que C está en el interior de A . Entonces DC
AB

  y BC
AD

 .  

DC
AB

 implica que CD  no se corta con AB . 

BC
AD

  implica que CB  no se corta con AD . 

De la misma manera se demuestran el resto de implicaciones. 



2.9.4 Corolario. 

Sea un cuadrilátero ABCD . Si  C está en el interior de A  y A está en el interior de 

C  entonces es convexo. 

 

Demostración. Veamos que se cumplen las cuatro condiciones del lema 2.9.3. Si C está 

en el interior de A . Entonces DC
AB

  y BC
AD

 . DC
AB

 implica que CD  no se 

corta con AB  (condición c). BC
AD

  implica que CB  no se corta con AD  (condición 

b). De la misma manera, si A está en el interior de C . Entonces BA
CD

  y DA
BC

 . 

BA
CD

 implica que AB  no se corta con CD  (condición a). DA
BC

  implica que AD  

no se corta con BC  (condición d). 

 

2.9.5 Proposición. 

Si tres de las cuatro condiciones del lema 2.9.3 son ciertas, el cuadrilátero es convexo. 

 

Demostración. Supongamos que son ciertas las tres primeras: 

a) AB  no se corta con CD . 

b) BC  no se corta con DA . 

c) CD  no se corta con AB . 

Supongamos que no se cumple la d), es decir, DA  se corta con BC . Sea BCDAX  .  

Se pueden dar tres casos: X*B*C, B*X*C o B*C*X.  

El caso B*X*C implica que BC corta a DA , contradiciendo b). 

Supongamos el primer caso: X*B*C.  

XABDABA  , y puesto que X*B*C, se deduce que C no está en el interior de 
A  (2.4.6). Pero las condiciones b) y c) juntas aseguran precisamente lo contrario, 

llegando a una contradicción. 

El tercer caso B*C*X nos llevará igualmente a una contradicción, por lo que vemos que 

la condición d) se debe cumplir, es decir, el cuadrilátero es convexo. 

 

2.9.6 Corolario. 

Si un cuadrilátero cumple dos de las cuatro condiciones de la definición 2.9.2 entonces es 

convexo. 

 

Demostración. Supongamos que se cumple a) y b). 

a) C está en el interior de A  implica  ABCDDC
AB

  y también 

 ADCBBC
DA

. 

b) D está en el interior de B  implica  ABCDCD
AB

  y también 

 BCDAAD
BC

. 

Por lo tanto se cumplen las condiciones b), c) y d) del lema 2.9.3, luego aplicando el lema 

2.9.5, el cuadrilátero es convexo. 

 



2.9.7 Proposición. 

En todo cuadrilátero convexo las diagonales se cortan en un punto. 

 

Demostración. Sea un cuadrilátero convexo ABCD . 

 
 

Las rectas BD  y AC  son diferentes, pues si fueran la misma recta los cuatro puntos 

serían colineales, contradiciendo la definición de cuadrilátero. Por lo tanto la 

intersección de BD  y AC  será como mucho un punto. 

C está en el interior de DAB , luego por el Teorema de la semirrecta interior (2.6.3) la 

semirrecta AC  corta el segmento BD  en un punto E. Siguiendo el mismo 

razonamiento, A está en el interior de DCB , luego nuevamente por 2.6.3 la semirrecta 

CA  corta el segmento BD  en un punto E‘. Y puesto que hemos visto al principio que 

las dos rectas BD  y AC  se cortarán como mucho en un punto, nos queda 

BDACBDCAACEE  ' , puesto que ACCAAC   por 2.3.14. 

 

2.9.8 Definición. Trapecio. 

Un trapecio es un cuadrilátero ABCD  con al menos dos lados opuestos paralelos:  

BCAD //  y los puntos C y D están a un mismo lado respecto a AB . 

 
 

Los dos lados paralelos se llaman bases del trapecio. Puesto que, en general, las bases 

tienen longitudes diferentes, hablamos de base mayor y base menor del trapecio. Los 

lados no paralelos se llaman lados laterales del trapecio.  

 

Nota 1: Si se consulta bibliografía en inglés hay que tener en cuenta que ―trapezoid‖ y 

―trapezium‖ tienen significados opuestos en Estados Unidos y en el Reino Unido: 

 

 "Trapezoid" "Trapezium" 

US a pair of parallel sides NO parallel sides 

UK NO parallel sides a pair of parallel sides 

 

 

Nota 2: Existen dos definiciones diferentes de lo que es un trapecio: La ―incluyente‖, 

con ―al menos dos lados opuestos paralelos‖, y la ―excluyente‖, con ―únicamente dos 

lados opuestos paralelos‖, es decir, descartando los paralelogramos como trapecios. En 

este libro consideramos la definición ―incluyente‖, es decir, para nosotros los 

paralelogramos son trapecios.



2.9.9 Proposición.  

Todos los trapecios son convexos. 

 

Demostración. Vemos que se cumplen tres de las cuatro condiciones del lema 2.9.3 

 BCADBCAD //  (d),  

 ADBCBCAD //  (b) 

C y D están al mismo lado de AB  implica  ABCD  (c) 

Luego aplicando la proposición 2.9.5 deducimos que es convexo. 

 

2.9.10 Definición. Trapecio isósceles. 

Diremos que un trapecio es isósceles cuando cumpla las dos condiciones siguientes: 

a) Los ángulos en los extremos de una de las dos bases son congruentes. 

b) Los lados laterales son congruentes. 

 

 
 

Nota: En 9.2.7 veremos que, en el contexto de un plano euclídeo, ambas condiciones 

son equivalentes, y por tanto basta con tomar una de las dos para caracterizar un 

trapecio isósceles. 

 

Problema propuesto: 7.20. 

 

2.9.11 Definición. Paralelogramo. 

Un paralelogramo es un cuadrilátero ABCD  en el que los lados opuestos son paralelos, 

es decir, la recta  AB  es paralela a CD  y la recta AD  sea paralela a BC . 

 

 
 

2.9.12 Proposición.  

Todo paralelogramo es un trapecio, y por tanto es un cuadrilátero convexo. 

 

Demostración. Se comprueba fácilmente que entonces C y D están en el mismo 

semiplano respecto a AB , A y B están en el mismo semiplano respecto a CD , A y D 

están en el mismo semiplano respecto a BC  y B y C están en el mismo semiplano 

respecto a AD . 



3 Congruencia. 
 

3.1 Los axiomas de congruencia. Planos de Hilbert. 
 

3.1.1 Definición. Axiomas de congruencia. Plano de Hilbert. 

Un plano de Hilbert es un plano ordenado al que añadimos una relación entre segmentos 

CDAB   y una relación entre ángulos DEFABC   cumpliendo los siguientes 

axiomas: 

 

Axioma C1.  

La relación de congruencia entre segmentos es una relación de equivalencia, es decir, 

cumple las propiedades: 

a) simétrica: ABCDCDAB       

b) reflexiva: ABAB         

c) transitiva: EFABEFCDCDAB   (H4.2) 

 

Axioma C2. (H4.1) 

Sea AB un segmento y CD  una semirrecta. Entonces existe un único punto CDE  tal 

que CEAB  . 

 

Axioma C3.  

Si ''BAAB   y C es un punto tal que A*C*B, entonces existirá un punto C‘ tal que 

A‘*C‘*B‘ y ''CAAC   y ''BCCB  . Más adelante se demostrará que dicho punto es 

único. 
 

Axioma C4. 

La relación de congruencia entre ángulos es una relación de equivalencia, es decir, 

cumple las propiedades: 

a) simétrica: BACDEFDEFBAC   

b) reflexiva: BACBAC        (H4.4) 

c) transitiva: GHIBACGHIDEFDEFBAC   (H4.5) 

 

Axioma C5. (Elementos 1.23; H4.4)  

Sea BAC un ángulo y DE una semirrecta. Entonces en cualquiera de los dos lados de 

DE existirá una única semirrecta DF  tal que EDFBAC  . 

 

Definición. Triángulos congruentes. 

Diremos que dos triángulos ABC y ''' CBA son congruentes, y escribiremos 

''' CBAABC  , cuando podamos establecer una biyección entre sus vértices 

''' CCBBAA   

de forma que se correspondan lados y ángulos congruentes: 

'AA  , 'BB  , 'CC  , ''BAAB  , ''CBBC   y ''CAAC  . 

 

Axioma C6.  

Sea ABC un triángulo y ''BA  un segmento tal que ABBA '' . Entonces en cada uno de 

los lados de ''BA  existirá un punto C‘ tal que ''' CBAABC  . 



3.1.2 Observación. 

La congruencia entre triángulos será claramente una relación de equivalencia, pues lo 

son por separado la congruencia de segmentos y de ángulos. 

 

3.1.3 Proposición. 

El punto C‘ del Axioma C3 es único. 

 

Demostración. Sea ''BAAB   y C un punto tal que A*C*B. Sea el punto C‘ tal que 

A‘*C‘*B‘ y ''CAAC   y ''BCCB  . 

Supongamos que existe otro punto C‘‘ tal que A‘*C‘‘*B‘ y '''CAAC   y ''' BCCB  . 

Entonces '''',' BACC   cumpliendo ambos '''CAAC  y ''CAAC  , luego ''' CC   por 

la unicidad del Axioma C2. 

 

3.1.4 Proposición.  

El punto C‘ del Axioma C6 es único. 

 

Demostración. Supongamos que existe un C‘‘ que también cumple las condiciones del 

axioma. 

Entonces ''' BACCAB   y también '''' BACCAB  , luego por la unicidad del 

Axioma C5 tenemos que '''' CACA  . Pero también tenemos que 'ACAC  y 

''ACAC  , luego por la unicidad del Axioma C2 tenemos que ''' CC  . 

 

3.1.5 Proposición. Criterio SAS de congruencia. (Elementos 1.4; H4.6) 

Sean dos triángulos ABC y ''' CBA  para los cuales se cumple ''BAAB  , ''CAAC   

y 'AA  , entonces ''' CBAABC  . 

 

Demostración. Por el Axioma C6 existirá un punto D en el mismo lado que C‘ respecto 

de la recta ''BA  tal que DBAABC '' . 

Puesto que 'AA   y DABA '' , por la unicidad del Axioma C5, ''' CADA  . 

Por otro lado ''CAAC   y DAAC ' , y por tanto DC '  (Axioma C2) y por tanto 

''''' CBADBAABC  . 

 

Observación:  

Está claro que el Criterio SAS y el axioma C5 son equivalentes. En el Grundlagen el 

criterio SAS se considera axioma, pero es fácil deducir del mismo el axioma C5 que 

entonces queda como proposición. 

 

3.1.6 Proposición. (H4.3 como axioma) 

Si A*B*C, A‘*B‘*C‘, ''BAAB   y ''CBBC  , entonces ''CAAC  . 

 

Demostración. Por el Axioma C2 existirá un punto '''' CAC   tal que '''CAAC  .  

Queremos ver que C‘‘=C‘. 

Existirá un punto ''''' CAB   tal que '''BAAB   y '''' CBBC   

Pero ''BAAB  , luego por unicidad tenemos que ''' BB  . 

Ahora bien, tenemos que ''''''' CBCBBC  y ''CBBC  , luego por unicidad 

llegamos a C‘‘=C‘. 

 



3.1.7 Proposición. 

Supongamos que CBA **  y ''*'* CBA . Si ''CAAC   y ''BAAB   entonces 

''CBBC  . 

 

Demostración. Por C3 existirá un punto X en ''CA  tal que XAAB '  y 'XCBC  . 

Pero por la unicidad de C2 tenemos que X=B‘, y por tanto ''CBBC  . 

 

3.1.8 Definición. Triángulo isósceles. (Elementos 1 Definición 20) 

Un triángulo es isósceles cuando tenga dos lados congruentes. 

 

3.1.9 Proposición. (Elementos 1.5) 

Un triángulo ABC  isósceles tiene dos ángulos iguales.  

 

 

 

CBACAB 

 

Observación: La implicación contraria también es cierta y se demostrará en 3.8.3. 

 

Demostración. Basta aplicar el criterio SAS a los triángulos ABC  y ACB . 

La demostración que encontramos en Elementos 1.5 evita la utilización del criterio SAS 

del triángulo consigo mismo: 

Sea ABC un triángulo isósceles, con ACAB  . Prolongamos el segmento AB  hasta 

un punto D cualquiera tal que DBA **  (Axioma B2). 

De la misma forma prolongamos el segmento AC  hasta un punto E , EBA ** , y 

tomamos dicho punto de forma que AEAD  . 

Puesto que AEAD  , ACAB   y BACBAC  , aplicando el criterio SAS de 

congruencia de triángulos deducimos que ABEACD  . 

 
 

 

Luego AEBADC  , ACDABE   y BECD  . 

Puesto que  AEAD   y  ACAB   se deduce que CEBD  .  

Por lo tanto podemos aplicar nuevamente el criterio SAS para deducir que 

CBEBCD  . 

 



 
 

Por lo tanto CBEBCD  . Y puesto que ACDABE  , restando los ángulos 

llegamos a ACBABC  , tal y como queríamos ver. 

 

Nota histórica: Históricamente este teorema se ha denominado ―Pons Asinorum‖, es 

decir, "el puente del burro", puesto que muchos alumnos de geometría, al llegar a este 

punto, abandonaban los estudios pues no encontraban el sentido a demostrar algo que 

"se ve evidente", como los testarudos burros que se niegan a cruzar el puente de madera 

que no sienten suficientemente seguro. 

 

Problema propuesto: Problema 1.4. Este problema es muy famoso y en su solución 

únicamente se utiliza la propiedad fundamental del triángulo isósceles. 

 

Problema propuesto: Problema 7.39. 

 

3.1.9 Definición. Triángulo equilátero. (Elementos 1, definición 20) 

Un triángulo es equilátero cuando tenga los tres lados congruentes. 

 

3.1.10 Proposición. Ángulos de un triángulo equilátero. 

Todo triángulo equilátero tiene sus tres ángulos congruentes. 

 

Demostración. Basta aplicar el criterio SAS a los triángulos ABC , ACB  y BAC . 
 

3.1.11 Definición. Triángulo escaleno. (Elementos 1, definición 20) 

Un triángulo es escaleno cuando sus lados no son congruentes. 

 



3.2 Suma, comparación y resta de segmentos. 
 

3.2.1 Definición. Suma de segmentos. 

Dados dos segmentos AB  y CD , definimos el segmento suma de AB  y CD , y 

escribiremos CDAB   de la siguiente forma: 

 

'ADCDAB   donde 'D  es el único punto de )(BAop , es decir '** DBA , tal que 

CDBD ' . 

 

 
 

La existencia y unicidad de dicho punto 'D  queda garantizada por el Axioma C3. 

 

3.2.2 Corolario. 

La suma de segmentos es conmutativa: 

ABCDCDAB   

 

Demostración. Por un lado construimos 'ADCDAB   con 'D  tal que '** DBA  y 

CDBD ' , y por otro lado construimos 'CBABCD   con 'B  tal que '** BDC  y 

ABDB ' . 

 

 
 

Pero entonces CDBBDC *'*'**   se cumplen las hipótesis de 3.1.6, y por tanto 

ABCDCBADCDAB  '' . 

 

3.2.3 Proposición. 

La suma de segmentos es asociativa: 

    EFCDABEFCDAB   

 

Demostración. 

Para realizar  EFCDAB   sea F' el único punto tal que '** FDC  y EFDF ' , y 

sea F'' el único punto tal que ''** FBA  y ''' CFBF  . 

Para realizar   EFCDAB   sea D' el único punto tal que '** DBA  y CDBD ' , y 

sea D'' el único punto tal que '''** DDA  y EFDD ''' . 

 



 
 

Queremos ver que '''' FD  . 

''**'''***
'**

'''**
DBADDBA

DBA

DDA






 

Y también se cumple ''** FBA , luego por el axioma C2 sólo hay que demostrar que 

'''' BDBF  . 

De '''*** DDBA  se deduce también que '''** DDB , luego  

'''''''''' BFCFDFCDEFCDDDBDBD  . 

 

3.2.4 Proposición. 

La suma de segmentos es compatible con la relación de equivalencia de la congruencia 

de segmentos: 

''''
''

''
DCBACDAB

DCCD

BAAB











 

 

Observación: Este resultado justifica el poder definir una suma en el conjunto de clases 

de equivalencia de los segmentos congruentes: 

 

     CDABCDAB   

 

Y acabamos de ver que esta operación es conmutativa y asociativa, y dispone de un 

elemento neutro que es la clase de equivalencia del segmento degenerado  AAA   (ver 

3.1.3).  

 

Demostración. 

Para construir CDAB   sea D' el único punto tal que '** DBA  y CDBD ' . 

Para construir '''' DCBA   sea D'' el único punto tal que '''*'* DBA  y ''''' DCDB  . 

Entonces '''''''''' DBBDDBDCCDBD  . Por otro lado, ''BAAB  , luego 

podemos aplicar 3.1.6 para concluir que ''''' DAAD  , es decir '''' DCBACDAB  . 

 

3.2.5 Definición. Comparación de segmentos. 

Sean dos segmentos AB  y CD . Diremos que CDAB   ( o equivalentemente 

ABCD  ) cuando exista un punto E tal que C*E*D y CEAB  . 

 

 
 



3.2.6 Proposición. Substitución. 

a) Si CDAB   y ''DCCD  , entonces ''DCAB  . 

b) Si CDAB   y ''BAAB  , entonces CDBA '' . 

c) Si ''BAAB  , ''DCCD   y CDAB   entonces '''' DCBA  . 

 

Observación: La propiedad c nos permite justificar una relación de equivalencia en el 

conjunto de clases de equivalencia de la congruencia de segmentos. Diremos que  

   CDAB   si CDAB   para cualquier par AB  y CD  de representantes de las clases 

de equivalencia. 

 

Demostración. 

a) ''**,' CBABDBCBCDAB  . Por C3, existirá un B‘‘ en ''DC  tal que 

'''' BCCB  , luego '''' BCCBAB  , y por tanto ''DCAB  . 

b) ''**,' CBABDBCBCDAB  . luego ''' CBABBA  , y por tanto 

CDBA '' . 

c) Es la combinación de las dos anteriores: Si CDAB   y ''BAAB   entonces 

CDBA ''  por b), pero puesto que, además, ''DCCD  , aplicando a) tenemos 

'''' DCBA  . 

 

3.2.7 Proposición. 

Si CBA **  entonces ACAB  .  

 

Demostración. Se deduce directamente de la definición (3.2.5), y el hecho de que 

ABAB  . 

 

3.2.8 Proposición. Transitividad de la comparación de segmentos. 

Si CDAB   y EFCD   entonces EFAB  . 

 

Demostración. ''**|' CBABDBCBCDAB  . 

''**|' EDCDFDEDEFCD   

Puesto que C*B‘*D y 'EDCD  , por el Axioma C3 existirá B‘‘ tal que E*B‘‘*D‘ y 

''' EBCB  . 

E*B‘‘*D‘ y E*D‘*F  implica E*B‘‘*D‘*F (2.3.4)  luego E*B‘‘*F, y por tanto, de la 

cadena de congruencias '''' EBCBCBAB   obtenemos 'EDAB  . 

 

3.2.9 Lema. 

Si AB  es un segmento, no es cierto que ABAB  . 

 

Demostración. Si ABAB  , entonces por definición existirá un B‘ tal que A*B‘*B y 

'ABAB  . 

Pero ABB' , luego por unicidad del Axioma C2, BB ' , pero es imposible A*B*B por 

el Axioma B1c. 

 



3.2.10 Proposición. Tricotomía. 

Dados dos segmentos a y b, ocurre una y sólo una de las siguientes afirmaciones: 

 

a) ba   b) ba   c) ba   

 

O equivalentemente, dados dos segmentos a y b, ocurre una y sólo una de las siguientes 

afirmaciones: 

 a) ba   

 b) existe un segmento c tal que bca   

 c) existe un segmento c tal que acb   

 

Demostración. Consideramos el segmento AB  y la semirrecta CD . Por el Axioma C2 

existirá un único punto CDE , tal que CDAB  . 

Entonces, (i) C*E*D o (ii) E=D o (iii) C*D*E. 

Si sucede (i), significa que CDAB  . Si sucede (ii), entonces CDAB  , y si sucede 

(iii), tenemos que CECD   por definición, y puesto que CDAB  , se deduce que 

CEAB   por 3.2.6. 

Veamos ahora que son incompatibles entre ellas: Si sucede (a) y (b) entonces ABAB  ,  

si sucede (a) y (c), por la transitividad (3.2.8), llegamos también al absurdo ABAB  , y 

por último, si sucede (b) y (c), llegamos a ABAB  . En todos los casos llegamos a 

contradecir el lema anterior 3.2.9. 

 

3.2.11 Proposición. 

Supongamos que AEAD  . Entonces EDAAEAD ** . 

 

Demostración. Si AEAD   entonces existe un punto F en AE  tal que AFAD  , luego 

A*F*E. Pero por la unicidad del Axioma C2, F=D. 

 

3.2.12 Definición. Resta de segmentos. 

Ya hemos visto en 3.2.5 que CDAB   quiere decir que existe un punto E tal que 

C*E*D y CEAB  . 

 

 
 

En este caso definimos ABCD  como el segmento ED . 

 



3.2.13 Proposición. 

CDABABCD   

 

Demostración.  

Suponemos que CDAB  . Existirá un E tal que DEC **  y CEAB  , y por definición 

EDABCD  . Ahora realizamos ABED  , es decir, tomamos el punto  DEopB'  

tal que ABDB ' . Luego CEDBCEABDB  '' .  

Ahora tenemos por un lado DEC **  y por otro EDBBDE *'*'**   cumpliendo 

'DBCE   y DEED  , con lo cual se cumplen las condiciones de la proposición 3.1.6, 

y por tanto ''' DBABCDDBEDEBCD  . 

 

3.2.14 Proposición.  

La comparación de segmentos es compatible con la suma: 

EFCDEFABCDAB   
 

Demostración.  

CDAB  existe un B' tal que DBC '**  y ABCB '  

'AFEFAB   para un cierto punto F' tal que '** FBA  y EFBF ' . 

''CFEFCD   para cierto punto F'' tal que ''** FDC  y EFDF '' . 

''*'*''*'**
'**

''**
FDBFDBC

DBC

FDC






 

Existirá un único DBF ''''   tal que EFBFFB  '''''  (axioma C2). 

Puesto que DBF ''''  , se pueden dar tres casos: a), b) y c) DF ''' . 

a) DFB '*'''* . 

Entonces: 

'''*'''*''*'*'''*
''*'*

'*'''*
FFBFDFB

FDB

DFB






 

'''**''*'**
'**

''**
FBCFDBC

DBC

FDC






 

EFABCFEFCDEFABAFCF  ''''''  

 

b) '''*'* FDB . 

Entonces, puesto que ''*'* FDB , sólo se pueden dar dos casos: 

b1) '''*'''*'''*''*'* FFBFFDB   y seguimos el mismo razonamiento que en el 

apartado anterior. 

b2) ''''*'*'* FFDB . Pero entonces EFFBDFDFEF  '''''''''  

contradiciendo 3.2.9 

 

c) DF ''' . 

Entonces '''*''*''** FFCFDC   con EFABCF ''' , y por tanto  

EFABCFEFCD  ''



3.3 Segmentos múltiples. 
 

3.3.1 Definición. Múltiples de segmentos. 

Dado cualquier segmento AB , quedan definidos los múltiples de dicho segmento 

ABn   para cualquier entero positivo n, de la siguiente forma: 

 

  
n veces

... ABABABABn   

 

Es decir, ABn   es el segmento nAB  para un conjunto de puntos nBBB ,...,, 32  tales que 

1*** kk BBBA  y ABBB kk 1 . Este conjunto de puntos es único y se construye a 

partir de la definición de suma de segmentos introducida en 3.2.1. 

 

Una definición equivalente es la siguiente:  

Sea AB  una semirrecta. 

Definimos AB1  como el propio AB . Definimos AB 0  y BB 1 . 

Sea 2B el punto (único y diferente de A y B) tal que 2** BBA  y ABBB 2 . 

Definimos AB2 como el segmento 2AB .  

Este procedimiento lo podemos repetir tantas veces como queramos: Supongamos que 

hemos definido ABk  como el segmento kAB , donde ABk   pertenece a AB . Sea 

1kB  el punto tal que 1** kk BBA  y ABBB kk 1 . Entonces definimos el segmento 

ABk  )1(  por el segmento 1kAB .  

 
 

De esta manera obtenemos los puntos ...,,,,, 43210 BBBBBAB  , y por tanto una 

función  

nBBnn

ABIN







:
 

 

3.3.2 Definición. Segmento múltiple. 

Diremos que un segmento AB  es múltiple de otro segmento CD  cuando exista un n 

entero positivo n tal que  

CDnAB   

 

3.3.3 Proposición. Caracterización de los segmentos múltiples. 

Se cumple CDnAB   si y sólo si existen n-1 puntos 121 ,...,, nAAA  en el interior de 

AB  tales que CDAA kk 1  y 1** kk AAA  para todo k. 

 

Demostración. Sea CECDn   para cierto punto E, con EDC ** . 



Supongamos que CDnAB  . Por definición del segmento CDn   tendremos un 

conjunto de puntos nDDD ,,, 32   tales que 1*** kk DDDC ,  y CDDD kk 1 . 

Tenemos nDDC ** , y por tanto nCDCD   por 3.2.5. Luego ABCD   por 3.2.6. Por 

definición (3.2.5), existirá un punto 1A  tal que BAA ** 1  y CDAA 1 . 

De CDAA 1  y nCDCDnAB    se deduce nDDBA 1 . 

Ahora tomamos los segmentos nDD  y BA1 . Podemos volver a repetir el proceso 

anterior con el punto 2D :  nDDD ** 2  luego nDDDD 2  y de este punto deducimos la 

existencia del punto 2A  tal que BAA ** 21  y CDDDAA  221 . 

Este mismo proceso lo repetimos tantas veces como sea necesario para "duplicar" los 

puntos nDDDD ,,,, 32   del segmento nCD  en los puntos BAAAA n ,,,, 321   del 

segmento AB . 

  El razonamiento es similar. Podemos establecer una biyección kk DA   de puntos 

con los que construir el segmento CDnCDn  . 

 

 
 

3.3.4 Proposición. 

La aplicación ABIN  :  definida en 3.3.1 es inyectiva y mantiene el orden: 

a) mn ABABmn   

b) mn BBBmn **0 0  

c) nn ACABACAB   

d) nn ACABACAB   

e) nn ACABACAB   

 

Demostración. Todas estas propiedades se demuestran por inducción sobre n. 

Para los apartados a) y b) aplicamos la propiedad 1** kk BBA . 

 

3.3.5 Proposición. 

La función anterior cumple la siguiente propiedad: 

)()()( BmnBnmBnm   

 

 
 

Demostración. 

(queda por demostrar)  

 



3.3.6 Nota. División de segmentos. 

Dado un segmento AB  y un natural 2n  no podemos suponer la existencia de un 

segmento CD  tal que ABCDn  , es decir, no podemos suponer la existencia de una 

"división de segmentos" sin añadir a nuestro sistema axiomático los axiomas de 

continuidad que introduciremos en el Tema 4. 

 

En un plano euclídeo sí que se puede dividir cualquier segmento en cualquier número de 

subsegmentos congruentes, como se demostrará en 8.2.12. 

 

Lo que sí existe en todo plano de Hilbert es el punto medio de un segmento, como se 

verá en 3.9.5, con lo que podremos dividir cualquier segmento en cualquier número que 

sea potencia de 2, es decir, sí que existen los segmentos 
k

AB

2
 para cualquier k natural. 

Todo esto se verá con más detalle en el apartado 4.5. 



3.4 Congruencia y comparación de ángulos. 
 

3.4.1 Proposición. 

Supongamos que  y  son dos ángulos suplementarios, y que '  y '  también son 

dos ángulos suplementarios. Entonces si '   entonces '  . 

 

Demostración. Supongamos que ABC , CBD , con D*B*A. 

Por otro lado '''' CBA  y '''' DBC , con D‘*B‘*A‘. 

Supongamos además que '  . 

Por el Axioma C2 podemos encontrar un punto '''' ABA  , tal que ''' ABBA  . De la 

misma manera existirá un punto '''' CBC  , tal que '''CBBC   y un punto '''' DBD  , 

tal que '''DBBD  .  

Los triángulos ABC  y '''''' CBA  son congruentes por SAS y por tanto '''' CAAC   y 

''AA  .  

Aplicando suma de segmentos (3.2.6) '''' ADDA , por lo que los triángulos DAC  y 

'''''' CAD serán congruentes nuevamente por SAS. Por lo tanto ''DD   y 

'''' CDDC  .  

Nuevamente por SAS obtenemos que los triángulos DCB  y '''''' BCD serán 

congruentes, y así pues 'BB  , tal y como queríamos ver. 

 

3.4.2 Definición. Ángulos opuestos por el vértice. 

Sean r y s dos rectas que se cortan en un punto A. Supongamos rDB ,  y sEC , tales 

que B*A*D y C*A*E. Entonces diremos que los ángulos BAE  y DAC  son ángulos 

opuestos por el vértice. 

 
 

3.4.3 Proposición. (Elementos 1.15) 

Los ángulos opuestos por el vértice son congruentes. 

 

Demostración. BAC es suplementario con BAE . Por otro lado, EAD  también es 

suplementario con BAE . Luego BAE  es congruente consigo mismo (Axioma C4a) 

y basta aplicar la proposición 3.4.1. 

 

3.4.4 Teorema. (Elementos 1.14) 

Sea AD una recta y sean B y C dos puntos en lados opuestos de AD . Supongamos que 

  y    son dos ángulos suplementarios tales que BAD  y DAC . Entonces 

B, A y C son colineales y los ángulos BAD  y DAC  también son suplementarios. 

 



Demostración. Sea E un punto tal que B*A*E (Axioma B2). 

BAD  y DAE son suplementarios. Puesto que BAD , deducimos que 

DAE  por 3.4.1. 

Pero también DAC , por lo tanto ACAE   por la unicidad del Axioma C5 (de 

B*A*E deducimos que B y E están en lados opuestos de AD y por tanto E y C están en 

el mismo lado) 

Luego ABAEACC   y por tanto A, B y C son colineales. 

Puesto que B y C están en lados opuestos de AD , existirá un punto ADBCX  . 

ADBCA   y es el único punto de esta intersección (pues ADBC  ), luego X=A. 

Así pues, CABBCA **  y por tanto los ángulos BAD  y DAC  son 

suplementarios. 

 

3.4.5 Proposición. Suma de ángulos. (H4.5 como axioma) 

Sea D un punto perteneciente al interior de BAC , y D‘ un punto perteneciente al 

interior de ''' CAB . Si ''' DABBAD   y ''' CADDAC  , entonces 

''' CABBAC  . 

 

Demostración. Aplicando el teorema 2.6.3, existirá un ADE  tal que C*E*B. Esto 

demuestra, por otro lado, que C y B están en lados opuestos de AD .  

Aplicando el Axioma C5, existirá un punto '''' BAB   tal que '''BAAB  , y también 

existirá un punto '''' CAC   tal que '''' CAAC  . 

Sustituyendo si es necesario, podemos suponer que ''' BB   y ''' CC  . 

Por último, existirá un punto ''' DAE  tal que ''EAAE  . 

Observamos que de momento no podemos garantizar que B‘*E‘*C‘. 

Puesto que ''' EABBAE  , '''BAAB   y ''EAAE  , podemos aplicar SAS y 

deducir que ''' EABBAE  , luego ''EBBE   y ''' BEAAEB  . 

Ahora podemos volver a aplicar SAS puesto que ''' CAEEAC  , ''CAAC  , y 

''EAAE  , luego ''' CAEEAC  ,  y por tanto ''CEEC   y ''' CEAAEC  . 

Puesto que ''' BEAAEB  , ''' CEAAEC   y C*E*B, ''' BEA  y ''' CEA son 

dos ángulos congruentes con dos ángulos suplementarios, luego son suplementarios y 

B‘*E‘*C‘ (3.3.4). Y puesto que ''CEEC   y ''EBBE  , tenemos que ''BCCB   (por 

3.1.6), y aplicando SAS (hemos visto anteriormente que )'''''' CBAEBAABC   

deducimos que ''' CABBAC  , y por tanto ''' CABBAC  . 

 

3.4.6 Proposición. 

Supongamos que ''' CABBAC  , y supongamos que ACADAB  , es decir, D 

está en el interior de BAC . Entonces existirá una única semirrecta ''DA  tal que 

'''''' CADABA  , ''' DABBAD   y ''' CADDAC  . 

 

Esta proposición es el equivalente para ángulos del Axioma C3 de segmentos. 

 

Demostración. Existirá un '''' BAB   tal que '''BAAB  . (Axioma C2) 

Existirá un '''' CAC   tal que '''CAAC  . (Axioma C2) 

Puesto que '''''''' CABCABBAC  , podemos aplicar SAS para deducir que 

''''' CABBAC  , y por tanto '''' CBBC  , y ''' CBAABC  . 



Existirá un punto ADE  tal que C*E*B (por 2.6.3), y puesto que '''' CBBC  , 

existirá un punto ''' CBE , es decir ''*'* CEB , tal que ''EBBE   y ''ECCE   

(Axioma C3). 

Veamos que la semirrecta ''EA  cumple las condiciones deseadas. 

E‘ pertenece al interior de ''' CAB  por 2.4.6. 

'''''' EBACBAABC  , ''BAAB   y ''EBBE  , luego ''' EBAABE   por 

SAS, y por tanto ''' EABBAEBAD  , ''' BEAAEB  , y ''EAAE  . 

Puesto que ''' BEAAEB  , ''' CEAAEC  , pues ambos son suplementarios de 

dos ángulos congruentes (3.4.1). 

Puesto que ''ECCE  , ''EAAE   y ''' CEAAEC  , podemos aplicar SAS para 

deducir que ''' CEAAEC  , y por tanto ''' CAEEACDAC  . 

 

Veamos ahora la unicidad de dicha semirrecta. Supongamos que existe una segunda 

semirrecta '''DA  tal que ''''''' CADABA  , '''' DABBAD   y '''' CADDAC  . 

Los puntos D‘ y D‘‘ estarán al mismo lado de la recta ''BA , pues D‘‘ está en el interior 

de ''' CAB , luego '''
''
CD

BA
 , y D‘ también pertenece al interior de ''' CAB , luego 

''
''
CD

BA
 , por tanto, '''

''
DD

BA
  por transitividad de la colateralidad de puntos (2.2.1c). 

Por la unicidad del Axioma C5, ''''' DADA  . 

 

3.4.7 Proposición. Resta de ángulos. 

Sea D un punto perteneciente al interior de BAC , y D‘ un punto perteneciente al 

interior de ''' CAB . Si ''' DABBAD   y ''' CABBAC  , entonces 

''' CADDAC  . 

 

Demostración. Aplicando la proposición 3.3.6, existirá una única semirrecta '''DA  tal 

que ''''''' CADABA  , '''' DABBAD   y '''' CADDAC  . 

D‘‘ y D‘ están en el mismo lado de ''BA  (por el mismo razonamiento que hemos hecho 

en la unicidad de la demostración de 3.4.6), y por lo tanto 

''''''' CADCADDAC  . 

 

3.4.8 Definición. Comparación de ángulos. 

Dados dos ángulos BAC  y DEF , diremos que DEFBAC   (o  

BACDEF  ) si existe una semirrecta EG  tal que EFEGED   y 

DEGBAC  .  

 
 

Es decir, existe un punto G en el interior de DEF  tal que BACDEG  . 

Es importante remarcar que G está en el interior y no en el propio ángulo DEF , para 

así garantizar que no se cumple    (ver 3.4.13). 



3.4.9 Proposición. Substitución. 

Sean cuatro ángulos ',,',  . Si    y '   entonces  ' . Si    y 

'   entonces '  . 

 

Demostración. Sean BAC , '''' CAB , DEF  y '''' FED . 

Supongamos que   . Entonces existirá un punto G en el interior de   tal que 

DEG . 

Supongamos que '  . Luego DEG ' , y por tanto  ' . 

Supongamos '  . Por 3.4.6, existirá un punto G‘ en el interior de '   tal que 

''' GEDDEG  .  

Luego ''' GEDDEG  , es  decir, '  . 

 

3.4.10 Proposición.  

Si ACADAB  , entonces BACBAD  . 

 

Demostración. Basta aplicar la propia definición y tener en cuenta que BADBAD  . 

 

3.4.11 Proposición. Transitividad en la comparación de ángulos. 

Si  ,,  son ángulos tales que    y   , entonces   . 

 

Demostración. Sea ABC , 222 CBA  y 333 CBA . Existe un 2D  en el 

interior de   tal que 222 CDA . Aplicando 3.4.6, existirá un punto 3D  en el interior 

de   tal que 333222 DBADBA  , luego por la transitividad de la congruencia de 

ángulos, 333 DBA , es decir,   . 

 

3.4.12 Proposición. Comparación de ángulos suplementarios. 

Sean  y   dos ángulos suplementarios, y ' y ' otros dos ángulos suplementarios. Si 

'   entonces '  . 

 

Demostración. Tenemos por un lado BAD ** , BAE  y DAE , y por otro 

lado ''*'* BAD , '''' EAB  y '''' EAD . 

Si '   entonces existe un E en el interior de   tal que 'BAE . 

BAE  y DAE  son ángulos suplementarios, luego ''' CADDAE  , el 

suplementario de '  (3.4.1) 

Aplicando ahora 3.4.6, puesto que C está en el interior de DAE , existirá un punto F 

en el interior de  ''' CAD  tal que FDADAC ' , es decir, que  '  . 

 

3.4.13 Lema.  

No puede suceder que   . 

 

Demostración. Sea BAC . Si    existirá un D en el interior de BAC  tal que 

BADBAC  . Pero C y D están en al mismo lado de AB , luego por la unicidad del 

Axioma C5 tenemos que ACAD  , luego D no puede pertenecer al interior de BAC . 

 

 



3.4.14 Proposición. Tricotomía de ángulos. 

Sean dos ángulos   y  . Entonces sucede una y sólo una de las siguientes 

afirmaciones: (a)   , (b)   , (c)   . 

 

Demostración. Sean tres puntos C*A*B de una recta r, y D, E dos puntos en el mismo 

lado de la recta tales que BAD  y BAE  (Axioma C5). 

Por 2.7.4, sucederá una y sólo una de las siguientes afirmaciones:  

(a) E pertenece al interior de BAD , (b) E pertenece a semirrecta AD  o (c) E pertenece 

al suplementario de BAD . 

Si sucede (a) entonces   . Si sucede (b)   , si sucede (c) tenemos que 

DACEAC  , pero entonces EACBAD  por 3.4.12, es decir,   . 

Acabamos de ver que se da al menos una de las afirmaciones anteriores. Veamos que 

son incompatibles entre ellas, es decir, que sólo se puede dar una a la vez. Veremos que 

todas las posibilidades llegan a   , que contradice la proposición 3.4.13. 

Si se cumple (a) y (b) tenemos que   . 

De la misma forma, si se cumple (b) y (c) llegamos a   . 

Y, por último, si se cumple (a)    y (c)   , por transitividad (3.4.11) se llega 

igualmente a   . 

 



3.5 Ángulos rectos y rectas perpendiculares. 
 

3.5.1 Definición. Ángulo recto. (Elementos 1, definición 10) 

Diremos que un ángulo   es recto cuando tenga un ángulo suplementario congruente.  

Recordemos que en 2.7.2 se demostró la existencia del ángulo suplementario. 

 

 
 

3.5.2 Proposición. 

Sea  un ángulo recto. Entonces: 

a) Todo ángulo   congruente con  también es recto. 

b) Todo ángulo suplementario de   también es recto. 

 

Demostración. i) Sea ' un ángulo suplementario de  . Por definición,  ' . 

Sea   , y sea '  un ángulo suplementario a  . 

Por la proposición 3.3.1, ''   , y por transitividad de la relación de congruencia, 

  '' . 

ii) Si  es un ángulo suplementario de  , por definición de ángulo recto   , y 

basta aplicar i). 

 

3.5.3 Proposición. (Elementos 1, Postulado 4) 

Dos ángulos rectos son congruentes. 

 

Demostración. Sea   un ángulo y   suplementario de  . Supongamos que   . 

Por otro lado, sea '  otro ángulo y ' suplementario de ' . Supongamos que ''   . 

Tenemos que ver que '  . 

Supongamos que '  . Entonces '  , por 3.4.5. 

Pero    y ''   , luego '  , contradiciendo la tricotomía de ángulos (3.4.7). 

De la misma forma se demuestra que no es posible '  , y nuevamente por tricotomía 

se deduce que '  . 

 

3.5.4 Definición. Rectas perpendiculares. (Elementos 1, definición 10) 

Diremos que dos rectas r y s son perpendiculares, y escribiremos sr  , cuando: 

a) Tengan un punto A en común. 

b) Exista un AB   en r y AC  en s tales que BAC sea recto. 

 
 



3.5.5 Proposición. Existencia de la recta perpendicular por un punto exterior. 

(Elementos 1.12) 

Si r es una recta y rP , entonces existe una recta s que pasa por P y es perpendicular a 

r. 

 
 

Nota: La unicidad de dicha recta se demostrará en 3.6.4. 

 

Demostración. Sean rBA , , BA  . (Axioma I2) 

Sea P‘ en el lado opuesto de P respecto a la recta r tal que 'BAPBAP  . (Axioma 

C5). Sea ''' APP   tal que ''APAP  . (Axioma C2) 

P y ''P  están en lados opuestos de r, luego existirá un rQ  tal que ''** PQP . 

Si QA   entonces tenemos P*A*P‘‘, y ''' BAPBAPBAP  , luego los ángulos 

son suplementarios y congruentes, luego son ángulos rectos. 

Si QA  nos encontramos con dos casos posibles: Si AQB  

 

'''''''' AQPAQPQAPQAPQAPQAPBAPBAP
SAS

  

Y puesto que P*Q*P‘‘ tenemos que AQP es recto. 

Si AQB , entonces BAP  y QAP  son ángulos suplementarios, y podemos llegar a 

''QAPQAP   aplicando 3.4.1. Entonces la demostración sigue el mismo 

razonamiento:  

'''''''' AQPAQPQAPQAPQAPQAPBAPBAP
SAS

  

 
 



3.5.6 Corolario. Existencia de ángulos rectos y de rectas perpendiculares. 

Los ángulos rectos existen. Las rectas perpendiculares existen. 

 

Demostración. Por el Axioma I3 existirán tres puntos A, B, C no alineados. Sea 

ABr  . Por la proposición 3.5.5 existirá una recta perpendicular a r por C.  

Sea P su punto de intersección. El ángulo CPB será recto. 

 

3.5.7 Proposición. Existencia y unicidad de la recta perpendicular que pasa por un 

punto de la misma (Elementos 1.11). 

Si r es una recta y rP , entonces existe una única recta s que pasa por P y es 

perpendicular a r. 

 
 

Demostración. Sea r una recta y rP . Sea Q otro punto de r. (Axioma I2) 

Sea  un ángulo recto (3.5.6).  

Sea A un punto tal que APQ  (Axioma C5) 

Entonces APQ  es un ángulo recto por 3.5.2a. 

Sea APs  . Las rectas s y r son perpendiculares. 

Veamos ahora la unicidad. Supongamos que existe otra recta 2s tal que 2sP y también 

es perpendicular a r. Es decir que podemos encontrar puntos 2, sYX  , cumpliendo 

X*P*Y, y puntos rCB , , B*P*C, para los que YPC es recto. Supongamos que Y y 

A están en el mismo lado respecto a r (en caso contrario cogemos el punto X). Puesto 

que APQ es recto, por el Axioma C5 se deduce que PAPY  , por lo que PAY  y 

por tanto ss 2 . 

 

3.5.8 Proposición. 

Sea una recta AB  y sean C y D puntos en lados opuestos de dicha recta. Si CAB  

y BAD  con   y   ángulos rectos, entonces C, A y D están alineados y 

DAC ** . 

 
 

Demostración. Por 3.5.6 existen ángulos rectos. Sea   un ángulo recto y '  su 

suplementario, que por definición también será recto.  

Por 3.5.3 todos los ángulos rectos son congruentes, luego  CAB  y 

' BAD , y por tanto podemos aplicar 3.4.4 para garantizar que C, A y D están 

alineados y CAB  y BAD  son suplementarios. Por 2.2.8 tendremos que DAC ** . 

 



3.6 El teorema de los ángulos internos alternos. 
 

3.6.1 Definición. Ángulos determinados por dos rectas y una secante común. 

Una recta secante común a dos rectas r y s diferentes determinan ocho ángulos: 

 

 
 

Los cuatro ángulos que están entre r y s (3, 4, 5 y 6) se denominan ángulos internos. 

Los otros cuatro (1, 2, 7 y 8) se denominan ángulos externos. 

 

Los ángulos 3 y 5, que se sitúan en lados opuestos de la recta t se denominan ángulos 

internos alternos. Los ángulos 4 y 6 también son ángulos internos alternos. 

 

3.6.2 Teorema. El teorema de los ángulos internos alternos (Elementos 1.27). 

Sean C y D dos puntos opuestos de AB . Si ABDCAB   entonces AC  y BD  son 

rectas paralelas. 

 

 
 

Observación: Su recíproco es una condición euclídea, como se verá en 6.3.6. 

 

Demostración. Supongamos que BDACX  . 

 
Podemos suponer que X es colateral con C. Luego X y D están en lados opuestos de 

AB . 



Sea BDY   tal que BYAX  . El punto Y es colateral con D, luego X e Y están en 

lados opuestos de AB . Por lo tanto, XBY ** , y los ángulos XBA  y ABY  son 

suplementarios. 

Además, aplicando SAS tenemos que YBAXAB  , y por tanto XBAYAB  , luego 

aplicando 3.4.4 tenemos que YAB  y BAX  son suplementarios y A, X, Y, B están 

alineados. 

Por último, ABC , lo que contradice la hipótesis del enunciado de que C está en un 

lateral de la recta AB . 

 

3.6.3 Corolario. 

Dos rectas diferentes perpendiculares a una tercera son paralelas entre ellas. 

 

Demostración. Sean las rectas r y s diferentes y perpendiculares a una tercera recta t. 

Sea trA   y tsB  . 

BA  , pues si BA  , por la unicidad de la proposición 3.5.7, tendríamos que  sr  . 

Sea C otro punto de la recta r diferente de A, y sea D otro punto de la recta s diferente 

de B (Axioma I2). 

Podemos tomar D tal que C y D estén en lados opuestos de AB , pues si D y B están al 

mismo lado de AB , tomamos un punto D‘ tal que D‘*B*D (Axioma B2). 

BAC y DBA son rectos, luego son congruentes por 3.5.2, y entonces, por 3.6.2, r y s  

son dos rectas paralelas. 

 

3.6.4 Proposición. Existencia y unicidad de la recta perpendicular. 

Sea r una recta y P un punto rP . Existirá una única recta s perpendicular a r que pasa 

por P. 

 

Demostración. La existencia fue demostrada en 3.5.5. Veamos ahora la unicidad. 

Supongamos que hay dos rectas s y s‘ que pasan por P y son perpendiculares a r.  

Sea rsQ   y rsQ  '' . 'QQ   pues 'ss  . Ahora s y s‘ son dos rectas 

perpendiculares a una recta común r, luego '// ss  por 3.6.3, pero 'ssP  , llegando a 

una contradicción. 

 

3.6.5 Proposición. Existencia de una recta paralela. (Elementos 1.31) 

Sea r una recta y un punto rP . Existirá al menos una recta paralela a r que pasa por 

P. 

 
 

Demostración. Sea s la única recta perpendicular a r que pasa por P (3.6.4). Sea t la 

única recta perpendicular a s y que pasa por P (3.5.7). Las rectas t y r son ambas 

perpendiculares a la recta s, luego t y r son paralelas (3.6.3). 

 



3.6.6 Definición. Proyección ortogonal de un punto en una recta. 

Sea r una recta y rP . Definimos la proyección ortogonal de P en r, y escribiremos 

),( rPpr  

 

como el punto Q de intersección de r con la recta perpendicular a r que pasa por P. 

 
 

3.6.7 Definición. Puntos pedales. Triángulo pedal asociado a un punto. 

Dado un triángulo ABC  y un punto P, llamaremos pedales del punto P a las 

proyecciones ortogonales  A‘, B‘ y C‘ del punto P en los lados BC , AC  y AB  

respectivamente del triángulo. Si los puntos A‘, B‘ y C‘ no están alineados, diremos que 

''' CBA  es el triángulo pedal asociado al punto P. 

 

 
 

3.6.8 Definición. Cevianas. Trazas. Triángulo cevial asociado a un punto. 

Dado un triángulo ABC , llamaremos ceviana a cualquier recta que pase por uno de 

sus vértices, y llamaremos traza de la ceviana a su punto de corte con el lado opuesto a 

dicho vértice. 

Dado un punto P, llamaremos cevianas del punto P a las rectas que unen dicho punto 

con cada vértice: AP , BP  y CP , y trazas del punto P a las trazas de dichas cevianas. 

Llamaremos triángulo ceviano asociado al punto P al triángulo determinado por las 

trazas de dicho punto. 

 

 
 



3.7 Teorema del ángulo exterior. 
 

3.7.1 Definición. Ángulo exterior. 

Los ángulos internos de un triángulo son los tres ángulos que determinan los vértices 

con los lados. Un ángulo exterior de un triángulo es cualquier ángulo suplementario a 

uno de sus ángulos internos. 

 

3.7.2 Teorema del ángulo exterior. (Elementos 1.16) 

Dado un triángulo ABC  y un punto D tal que B*C*D, entonces el ángulo exterior 

ACD es mayor que los ángulos interiores opuestos A  y B . 

 

 
Demostración. 

a) AACD  .  

Supongamos que no es cierto, es decir, AACD   o AACD   por tricotomía 

(3.4.11) 

Si AACD  , entonces CDAB //  por el Teorema de los ángulos alternos, pero 

sabemos que CDABB  , llegando a contradicción. 

Supongamos que AACD  . Entonces existirá una semirrecta AE  interior a A  tal 

que CAEACD  , y además, por 2.6.3, podemos escoger un E tal que B*E*C, es 

decir, CDE . Observamos que D y E están en lados opuestos de AC  (pues B*E*C y 

B*C*D implica B*E*C*D y por tanto E*C*D) , y que CAEDCA  . Luego, 

aplicando el Teorema de los ángulos alternos, deducimos que AECD // . Pero 

AECDE  , absurdo. 

 

b) BACD  . 

Sea F un punto tal que A*C*F. Los ángulos ACD  y BCF  son ángulos opuestos por 

el vértice, luego BCFACD  (3.3.3). 

Ahora podemos aplicar la primera parte de esta proposición al ángulo exterior 

BCF respecto del ángulo interior B , por lo que ACDBCFB  . 

 

3.7.3 Definición. Triángulo rectángulo. (Elementos 1 Definición 21) 

Si ABC  es un triángulo en el cual A  es recto, diremos que se trata de un triángulo 

rectángulo, los lados AB  y AC  se llaman catetos, y BC  se llama hipotenusa. 

 
 



3.7.4 Definición. Ángulos agudos y obtusos. Triángulo acutángulo y obtusángulo. 

Sea   un ángulo recto. Diremos que  es un ángulo agudo cuando   , y diremos 

que  es un ángulo obtuso cuando    (Elementos 1, definición 12). 

Un triángulo ABC  será acutángulo cuando sus tres ángulos A , B  y C  sean 

agudos, y será obtusángulo cuando tenga un ángulo obtuso (Elementos 1, definiciones 

11 y 21). 

 

3.7.5 Proposición. 

Si un ángulo es agudo, su suplementario es obtuso. Dados dos ángulos suplementarios, 

o bien son rectos o bien uno es agudo y el otro es obtuso. 

 

Demostración. Basta aplicar la proposición 3.4.12. 

 

3.7.6 Proposición. 

Si ABC  es un triángulo rectángulo con ángulo recto A , entonces B  y C  son 

ángulos agudos. 

 

Demostración. Sea ABC  un triángulo rectángulo con ángulo recto A . Sea D un 

punto tal que B*A*D.  CAD  será un ángulo exterior del triángulo con un ángulo 

suplementario A  recto, luego CAD será recto, y aplicando el Teorema del ángulo 

exterior (3.7.2), BCAD   y CCAD  . 

 

3.7.7 Proposición. Comparación de ángulos y de lados (Elementos 1.18 y 1.19; 

Hilbert Teorema 23) 

En todo triángulo ABC ,  

a) El lado mayor determina el ángulo contrario mayor: BAACBC  . 

(Elementos 1.18) 

b) El ángulo mayor determina el lado contrario mayor: ACBCBA  . 

(Elementos 1.19) 

 

Demostración.  

a) Si ACBC   entonces existirá un punto D tal que B*D*C y ACCD  . 

Aplicando 2.4.6, D estará en el interior de A , por lo que ACAD   (3.4.10). 

ADC  es isósceles en C, luego ADCCAD   (3.1.9) y por tanto 

BADC   por el Teorema del ángulo exterior en ABD . 

Aplicando transitividad llegamos a ACADADCB  . 

b) Por tricotomía (3.4.14), ACBC  , o ACBC   o ACBC  . Veamos que las dos 

primeras posibilidades nos llevan a contradicción: 

Si ACBC  , entonces ABC  será isósceles en C, luego BA   contradiciendo la 

hipótesis. 

Si ACBC  , podemos aplicar la primera parte de esta demostración, para deducir que 

entonces BA  , contradiciendo igualmente la hipótesis. 

 



3.7.8 Lema. 

Sea un triángulo ABC , y D un punto tal que B*D*C.  Entonces si  ABAC   o 

ABAC   entonces ADAC  . 

 
 

Demostración. BADC   por el Teorema del ángulo exterior (3.7.2). Supongamos 

que ABAC  . Entonces CB   (por 3.7.7), luego CBADC  , y por tanto 

ADAC   nuevamente por 3.7.7. 

Si ABAC   entonces CB   por 3.1.9, luego CBADC   y de nuevo 

concluimos que ADAC  . 

 

3.7.9 Proposición. (Elementos 1.24 y 1.25) 

Dados dos triángulos ABC  y ''' CBA , si se cumple ''BAAB   y ''CAAC  , 

entonces ''''' CBBCCABBAC  . 

 

Demostración. Veamos en primer lugar ''''' CBBCCABBAC  . 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ABAC   o ABAC  . 

Puesto que ''' CABBAC  , existirá una semirrecta AD  con D en el interior de 

BAC tal que ''' CABBAD  . Por 2.6.3 podemos suponer que BDC ** . 

Aplicando el lema 3.7.8, tenemos que ADAC  . Luego existirá un punto E en AD  tal 

que EDA **  y AEAC  . 

 

Los puntos B, C y E no pueden estar alineados: las rectas AD  y BC  se cortan 

exclusivamente en D, pues de lo contrario serían la misma recta y entonces BCA , 

absurdo. ADE , y si BCE  entonces DE  , contradiciendo EDA ** . Así pues, el 

triángulo BCE  está bien definido. 

Puesto que BDC ** , el punto D está en el interior de CEB (2.4.6), luego 

CEBCED  . 

El triángulo ACE es isósceles en A, luego CEDAECACE  , luego 

CEBACE  . 

Puesto que EDA ** , el punto D está en el interior de ACE  (2.4.6), luego 

DCEACE  . 



Por lo tanto, por transitividad,  BCEDCEACECEB  . Luego BEBC   

por 3.7.7. 

Ahora bien, ''' BCAAEB   por SAS, por lo que ''CBBE  , y por tanto ''CBBC   

como queríamos ver. 

Veamos ahora que ''' AACBBC  . Supongamos lo contrario, es decir, que 

'AA   o 'AA  .  

Si 'AA  , entonces por SAS tenemos que ''' CBAABC  , pero entonces 

''CBBC  , contradiciendo la hipótesis. 

Si 'AA  , entonces podemos aplicar la primera parte de esta demostración para 

concluir que ''CBBC  , contradiciendo igualmente la hipótesis. Así pues, la única 

posibilidad válida es 'AA  . 

 

3.7.10 Proposición. Desigualdad triangular (Elementos 1.20). 

En todo triángulo ABC  se cumple BCABAC   

 
 

Demostración. Trazamos el punto D en la semirrecta )(ABop  tal que ACAD  . Luego 

el triángulo DAC  es isósceles en A, y por lo tanto DCAADC  . 

 

 
 

Se cumple BAD ** , luego la semirrecta CA  está en el interior de BDC  y por lo 

tanto DCBDCA  . Luego DCBBDC  , y podemos aplicar la proposición 3.7.7 

para deducir que BCDB  . Claramente ABACABDADB  , con lo que 

llegamos a la desigualdad BCABAC  . 

 

Nota histórica: Proclo dice que los epicúreos acostumbraban a ridiculizar este teorema 

porque "era evidente incluso para un asno y no requería prueba". La afirmación de que 

el teorema era comprensible incluso para un asno, se basaba en que si se colocaba 

forraje en un vértice y el asno en el otro, el hambriento animal no iría en busca de 

supitanza a través de dos lados de un triángulo, sino sencillamente a través de aquél que 

le separaba de la comida. También se dice que al escuchar esta historia, Saville exclamó 

que los autores de estos argumentos eran dignos de compartir el heno con el asno. 



El mismo Proclo replica estos comentarios aclarando que la percepción de la verdad de 

un teorema es algo diferente de la prueba científica del mismo. No obstante, los 

epicúreos no andaban muy desencaminados; esta propiedad actualmente se denomina 

como la desigualdad triangular y es tomada como un axioma en la teoría de espacios 

métricos que tiene una gran repercusión en la matemática actual. Éste es un ejemplo 

más de una afirmación que en una teoría matemática es una proposición y sin embargo 

en otra es simplemente un axioma.  (Fuente: Luis Javier Hernández Paricio) 

 

Observación: Este resultado es fundamental en la resolución de problemas de 

desigualdades en el triángulo. Ver Tema 10 de DE. 

 

3.7.11 Lema. 

Sea un triángulo ABC , con A  y C  agudos. Trazamos desde B la perpendicular s a 

AC . Sea D el punto de intersección entre s y AC . Entonces A*D*C. 

 

 
 

Demostración. AD   y BD   pues ambos ángulos no son rectos. Entonces por el 

Axioma B3 necesariamente D*A*B, A*B*D o A*D*B.  

Supongamos que D*A*B. Entonces A  será un ángulo exterior a DAB , luego 

ABDA  , pero BDA  es recto y A  es agudo, lo que nos lleva a contradicción. 

De forma similar la hipótesis A*B*D tampoco es aceptable, luego A*D*B. 

 

3.7.12 Lema. 

Todo triángulo tiene al menos dos ángulos agudos. Todo triángulo tiene como mucho 

un ángulo obtuso. 

 

Demostración. Sea un triángulo ABC , y supongamos que C  no es agudo. Veamos 

que entonces A  y B  son agudos. Sea D un punto tal que B*C*D. Entonces ACD  

será agudo o recto pues es suplementario de un ángulo que no es agudo. Pero ACD  es 

un ángulo exterior de ABC , luego por el Teorema del ángulo exterior (3.7.2)  

AACD   y BACD  . Luego A  y B  son agudos. 

 

3.7.13 Proposición. 

La hipotenusa es el lado más largo de un triángulo rectángulo. 

 

Demostración. Sea ABC  un triángulo rectángulo en A. Entonces, por el lema anterior, 

los ángulos B  y C  son agudos, y por tanto ACBCBACABC   por 3.7.7. 

De la misma forma se demuestra que ABBC  . 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/Desigualdades.pdf


3.8 Congruencia de triángulos. 
 

3.8.1 Proposición. Criterio AAS de congruencia de triángulos (Elementos 1.26 parte 2) 

Dados dos triángulos ABC  y ''' CBA , si se cumple 'AA  , 'BB   y 

''CBBC   entonces ''' CBAABC  . 

 

Demostración. Por el Axioma C6 existirá un único punto D, colateral con A respecto 

BC , tal que ''' ACBBCD  . Puesto que BBCBADBC  '''' , por el 

Axioma C5 tendremos que BABD  . Luego BAD y por tanto D*A*B o B*D*A o 

D=A. 

Si D*A*B entonces ACDB   por el Teorema del ángulo exterior, pero 'AA   y 

BDCA  ' , llegando a contradicción. De la misma forma, suponer B*D*A también 

es contradictorio. Por lo tanto D=A y los dos triángulos son congruentes. 

 

3.8.2 Proposición. Criterio ASA de congruencia de triángulos. (Elementos 1.26) 

Dados dos triángulos ABC  y ''' CBA , si se cumple 'AA  , 'BB   y 

''BAAB   entonces ''' CBAABC  . 

 

Demostración. Por el Axioma C6, existirá un punto D tal que ''' CBAABD  , con D 

y C colaterales respecto a la recta AB . Puesto que 

CABAABACDAB  '''' , por el Axioma C5 tenemos que 

ACDACAD  . 

De la misma manera ABCBBCBAABD  ''''  implica 

BCDBCBD  . 

Así pues, ACBCD  , pero las rectas BC  y AC  se cortan únicamente en C (pues A, 

B y C son puntos no colineales) luego CD  , y ''' CBAABDABC  . 

 

3.8.3 Teorema. Caracterización de los triángulos isósceles (Elementos 1.6). 

Un triángulo ABC  es isósceles en A, es decir ACAB  , si y sólo si CB  . 

 

 
 

Demostración. Supongamos que el triángulo ABC cumple CB  . Basta aplicar el 

criterio SAS al triángulo ABC consigo mismo en la forma BAC  para deducir que 

ACAB  . El recíproco fue demostrado en 3.1.9. 

 



3.8.4 Proposición. Criterio SSS de congruencia de triángulos (Elementos 1.8) 

Dados dos triángulos ABC  y ''' CBA , si se cumple ''BAAB  , ''CAAC   y 

''CBBC  entonces ''' CBAABC  . 

 

Demostración. Si 'AA   entonces por 3.7.7 tenemos que ''CBBC   contradiciendo 

la hipótesis ''CBBC  , y de la misma manera, si ''' CBBCAA   

contradiciendo igualmente ''CBBC  .  

Luego 'AA   y por tanto podemos aplicar SAS para deducir que ''' CBAABC  . 

 

3.8.5 Ejercicio. 

Dibuja un contraejemplo para ASS, de la siguiente manera: Dibuja dos triángulos 

ABC  y 'ABC  que difieren en un único vértice y haz que B, C y C‘ sean colineales. 

No tienes que justificar rigurosamente este contraejemplo, pero asegúrate de que quede 

claro en el esquema que es realmente un contraejemplo. 

 

Demostración. En el siguiente esquema hemos representado dos triángulos ABC  y 

'ABC  que cumplen ABCCAB ' , y tienen dos lados iguales. Sin embargo,  

difieren en el tercero: 'ACAC   y el resto de ángulos no es congruente: 

BACACB '  y 'ABCABC  . 

 
 

3.8.6 Teorema. El teorema del triángulo equilátero. 

Un triángulo ABC  es equilátero, es decir, tiene los tres lados iguales si y sólo si es 

equiangular, es decir, tiene los tres ángulos iguales. 

 
 

Demostración. Basta tener en cuenta que un triángulo equilátero es isósceles en cada 

uno de sus vértices y aplicar el teorema 3.8.3 dos veces: Si ACAB  entonces 

CB  , y si BCAB   entonces CA  , por lo que concluimos CBA  .



3.8.7 Teorema. Criterio HL de congruencia de triángulos rectángulos. 

Dados dos triángulos ABC  y ''' CBA  rectángulos en A y A‘ respectivamente, si 

''BAAB   y ''CBBC  , entonces serán congruentes. 

Con otras palabras, dos triángulos rectángulos son congruentes cuando comparten la 

hipotenusa y uno de los catetos. 

 

Demostración. Por el Axioma C6 existirá un punto D, con C y D en lados opuestos de 

AB , tal que ABDCBA  ''' . 

 

 
 

Luego ''' BACDAB  , dos ángulos rectos, luego por 3.5.8 tenemos CAD ** . 

B no está en la recta DC  pues ACDC   y los puntos A, B y C no están alineados, 

luego los puntos D, B y C forman un triángulo. 

Este triángulo es isósceles en B, pues BDCBBC  '' , luego CDBDCB   por 

3.1.9. 

Por lo tanto '''''' BCAACBBCAADBCDBDCBACB   y 

aplicando el criterio ASA llegamos a ''' CBAABC  . 

 



3.9 Puntos medios y mediatrices. 
 

3.9.1 Definición. Punto medio de un segmento. 

El punto medio de un segmento AB  es el punto M tal que A*M*B y MBAM  . 

 

 
 

3.9.2 Lema.  

Si un segmento tiene punto medio, entonces es único. 

 

Demostración. Sea AB  un segmento y M y M‘ dos puntos medios, es decir A*M*B, 

A*M‘*B, MBAM   y BMAM ''  . 

B*M'*M*AM'*B*M*AM'*B*A  B*M*A   

Supongamos M'*B*M*A . Entonces BMBM  'M'*B*MM'*B*M*A . 

Pero también 'M'*M*M'*B*M*A AMAMA   

Luego BMBMAMAM  ''  contradiciendo la hipótesis MBAM  . 

Con un razonamiento similar llegamos a contradicción suponiendo B*M'*M*A . 

 

Nota: Esta propiedad la podemos interpretar como la noción común "las mitades de 

cosas iguales son iguales", que Euclides utiliza sin haberla enunciado, por ejemplo en 

Elementos 1.37. 

 

3.9.3 Lema. 

Supongamos que AB  es un segmento y que C y D son puntos en lados opuestos de 

AB , y que BAC  y ABD  son rectos. Entonces CD  no puede contener A o B. 

 

Demostración. Si CDA  entonces A, C, D son colineales. Luego ACD . Pero por 

3.6.3 tenemos BDAC // , llegando a contradicción. De la misma manera llegamos a 

contradicción si suponemos CDB . 

 

3.9.4 Lema. 

Sea AB  un segmento y C y D puntos en lados opuestos de AB , con BAC  y ABD  

ángulos rectos. Entonces CD corta AB  en un punto M tal que A*M*B. 

 
 

Demostración. Puesto que C y D están en lados opuestos de AB , el segmento CD y la 

recta AB  se deben cortar en un punto M, luego C*M*D. 



Por el lema anterior 3.9.3, BAM , . Luego por el Axioma B3, tenemos tres 

posibilidades: M*A*B, A*M*B o A*B*M. 

Supongamos que M*A*B. Entonces MAC  es recto (Pues es suplementario de BAC  

que es un ángulo recto). Luego AMC  tiene que ser agudo. 

Pero por otro lado, AMC  es un ángulo exterior del triángulo MBD  (pues C*M*D), 

por lo tanto ABDMBDAMC   recto, luego AMC  tiene que ser obtuso, y por 

lo tanto no puede ser agudo, llegando a contradicción. 

De la misma forma llegamos a contradicción suponiendo A*B*M, luego A*M*B es la 

única posibilidad válida. 

 

3.9.5 Proposición. Existencia y unicidad del punto medio. (Elementos 1.10) 

Todo segmento tiene un único punto medio. 

 

Demostración. Sea AB  un segmento. 

Sea AC  una recta perpendicular a AB  pasando por A. 

Entonces BAC es un ángulo recto, por definición. 

Sea D un punto al otro lado de AB  respecto de C, y BACABD  recto. (Axioma 

C5). 

Por el Axioma C2 podemos escoger un D tal que ACBD  .  

Por el lema anterior, el segmento CD  cortará la recta AB  en un punto M cumpliendo 

A*M*B. 

 
 

Por el teorema de los ángulos opuestos por el vértice (3.3.2), DMBAMC  . 

Sabemos que BACMAC   ángulo recto y ABDDBM  ángulo recto, 

y puesto que ACBD  , podemos aplicar el criterio AAS para garantizar que los 

triángulos CAM  y DBM  son congruentes, por lo que MBAM  , es decir, M es el 

punto medio del segmento AB . 

La unicidad del punto medio quedó demostrada en el lema 3.9.2. 

 

Observación: La demostración de Elementos 1.10 utiliza triángulos equiláteros sin 

demostrar previamente su existencia. 

 



3.9.6 Definición. Mediatriz de un segmento. 

Sea un segmento AB . Una mediatriz de AB  es una recta r tal que es perpendicular a 

AB  y pasa por su punto medio. 

 
 

3.9.7 Proposición. 

Todo segmento tiene una única mediatriz. 

 

Demostración. Sea un segmento AB . Por 3.9.5 existirá un único punto medio M. 

Por 3.5.7 existirá una única recta s perpendicular a r que pasa por M. La recta s es la 

recta buscada. 

 

3.9.8 Teorema. Caracterización de los puntos de una mediatriz. 

Un punto P pertenece a la mediatriz de un segmento AB  si y sólo si PBPA  . 

 

 
 

Demostración. Sea un segmento AB  y r  su mediatriz, donde M es el punto medio del 

segmento AB . Sea rP .  

Si P=M, entonces por definición de punto medio tenemos que MBAM  . 

Si MP  , entonces los triángulos AMP  y BMP  serán congruentes por SAS, luego 

PBAP  . 

Recíprocamente, sea P un punto tal que PBAP  . 

El triángulo ABP será isósceles, luego ABPPAB  .  

Sea s la recta perpendicular a AB  que pasa por P. Aplicando AAS, los triángulos 

PAM '  y PBM '  serán congruentes, luego BMAM ''  , y por la unicidad del punto 

medio de AB , tenemos que M‘=M, y por la unicidad de la recta perpendicular que pasa 

por un punto, rP' . 

 

Nota: No podemos garantizar, dentro del contexto de una geometría neutral, que dos 

mediatrices del triángulo se corten en un punto (Ver 6.6)



3.10 Bisectrices. 
 

3.10.1 Definición. Bisectriz. 

Sea un ángulo BAC . Una bisectriz de BAC  es una semirrecta AD  tal que 

ACADAB   y DACBAD  . 

 

 
 

3.10.2 Proposición. (Elementos 1.9) 

Todo ángulo tiene una única bisectriz. 

 

Demostración. Existencia: Sea el ángulo BAC . Modificando si es necesario los 

puntos C y B podemos suponer que ACAB  , es decir, que el triángulo ABC es 

isósceles en A. Sea D el punto medio de BC  (Proposición 3.9.5). 

D es un punto interior de BAC  (2.6.3) 

Por el criterio SSS de congruencia, ACDABD  , por lo que DACBAD  , es 

decir, la semirrecta AD  es la bisectriz del ángulo. 

Veamos ahora la unicidad: 

Supongamos que 'AD  es otra semirrecta bisectriz de BAC . 

Por el teorema 2.6.3, 'AD cortará BC . Sustituyendo D‘ por este punto, podemos 

suponer que B*D‘*C. Luego D‘ es el punto medio de BC  (aplicando el criterio SAS de 

congruencia de triángulos, y escogiendo puntos B y C tales que ACAB  ). Pero D 

también es el punto medio de BC , luego por la unicidad del punto medio, llegamos a 

DD ' . 

 

3.10.3 Proposición. Caracterización de los puntos de la bisectriz de un ángulo. 

Un punto P pertenece a la bisectriz BAC  si y sólo si  

),(),( ACPprPABPprP   

 

Demostración. Sea un ángulo BAC y AD  su bisectriz. 

 
 

Sea ),( ACPprQ   y ),( ABPprR   los pies de las perpendiculares por P a AB  y AC  

respectivamente. 



Si ADP  entonces, por el criterio AAS de congruencia de triángulos (3.8.1), 

APQAPR  . Luego PRQP  . 

Recíprocamente, supongamos que ),(),( ACPprPABPprP  , es decir, PRQP  . 

Los triángulos rectángulos APR  y APQ  tendrán cateto e hipotenusa iguales, y por 

tanto serán congruentes (criterio HL, 3.8.7). Luego PARPAQ  , es decir, el punto P 

pertenece a la bisectriz del ángulo. 

 

3.10.4 Proposición.  

Las bisectrices de un triángulo se encuentran en un único punto llamado incentro. 

 

 
 

Demostración. Sea D el punto de corte de las bisectrices de los ángulos A  y B . 

Basta ver que D pertenece a la bisectriz por C , para lo que utilizaremos tres veces la 

proposición anterior. 

D pertenece a la bisectriz del ángulo A , luego ),(),( ACPprPABPprP  . 

D pertenece a la bisectriz del ángulo B , luego ),(),( BCPprPABPprP  . 

Así pues, por la transitividad de la congruencia de segmentos,  

),(),( BCPprPACPprP   y por tanto D pertenece a la bisectriz por C . 

 

3.10.5 Proposición.  

Las bisectrices de un ángulo y de un ángulo suplementario son perpendiculares. 

 

 
 

Demostración. Sea  un ángulo BAC  y )(ABOpD , de forma que BAC  y DAC  

sean suplementarios. 

Sea AE  la bisectriz de BAC  y AF  la bisectriz de DAC . Sean EACBAE   

y FADCAF  . 

Sea )(' AEOpE . Puesto que DAB **  y '** EAE , BAE  y 'DAE  son ángulos 

opuestos por el vértice, y por tanto ADEBAE ' . 



 
Los ángulos EAF  y 'FAE  son suplementarios, y se cumple 

  CAFEACEAF  

  '' DAEFADFAE  

Luego 'FAEEAF   y por lo tanto EAF  es congruente con su suplementario, es 

decir, es un ángulo recto por 3.5.1. 

 

3.10.6 Corolario. Caracterización de la bisectriz exterior. 

Dados dos ángulos suplementarios BAC  y CAD , y AE  la bisectriz de BAC , 

entonces la semirrecta AF  del interior de CAD  será su bisectriz si y sólo si EAF  

es un ángulo recto. 

 

 
 

Demostración. Si AF  es la bisectriz de CAD  entonces AFAE   por la proposición 

anterior. 

Supongamos que EAF  es un ángulo recto. 

Sean EACBAE   y CAF  y FAD . 

Sea )(' AEOpE . 

 
Por ser EAF  recto, 'FAEEAF  .   CAFEACEAF  

'DAEBAE   por ser ángulos opuestos, luego   '' DAEEADFAE  

Por lo tanto,   , de donde deducimos    y por tanto AF  es la bisectriz 

de CAD . 



3.11 Propiedades de los triángulos isósceles. 
 

3.11.1 Proposición. 

Sea ABC  un triángulo isósceles en A (es decir, ACAB  ). Entonces coinciden: 

 

 

 

- La mediana por el vértice A. 

- La mediatriz del lado opuesto BC . 

- La bisectriz del ángulo A  . 

- La altura del triángulo por el vértice A. 

 

Demostración. Sea M el punto medio de BC , es decir, el segmento AM  es la mediana 

por el vértice A. 

MCBM  , ACAB   y CB  , luego ACMABM   (criterio SAS). 

Por lo tanto CMABMA  , es decir, son ángulos suplementarios congruentes y por 

tanto rectos. Así pues, AM es la mediatriz del segmento BC . Puesto que pasa por A, 

está claro que AM  es la altura del triángulo por el vértice A. 

También se cumple CAMBAM  , por lo que AM es la bisectriz del ángulo A . 

 

3.11.2 Proposición. 

a) Si en un triángulo coinciden la mediana y la bisectriz en un vértice, entonces el 

triángulo es isósceles en dicho vértice. 

b) Si en un triángulo coinciden la altura y la mediana en un vértice, entonces el 

triángulo es isósceles en dicho vértice. 

c) Si en un triángulo coinciden la bisectriz y altura en un vértice, entonces el triángulo 

es isósceles en dicho vértice. 

d) Si en un triángulo coinciden la mediatriz de un lado y la mediana por el vértice 

opuesto, entonces el triángulo es isósceles en dicho vértice. 

 

Demostración. 

a)  

 
 

Sea ABC un triángulo y D un punto de AB  tal que DBAD   y DCBACD  . 

Prolongamos el segmento CD  hasta un punto C‘ tal que 'DCCD  . Los triángulos 

ACD  y DBC '  serán congruentes por el criterio SAS, puesto que DBAD  , 

'DCCD   y 'BDCADC   por ser ángulos opuestos por el vértice. 



Luego 'BCAC   y ACDDBC  ' . Pero entonces DCBACDDBC  '  y por 

lo tanto el triángulo 'CBC  es isósceles en B (3.8.3). Luego 'BCBC   y por lo tanto 

BCBCAC  ' , así pues, el triángulo ABC  será isósceles en C. 

 

 
 

b) Los triángulos ADC  y BDC  serán congruentes por el criterio SAS, y por tanto 

BCAC  , es decir, es un triángulo isósceles. 

 

 
 

c) En este caso tendremos dos triángulos congruentes por ASA, y por tanto BCAC  . 

d) Tendremos dos triángulos congruentes por SAS, y por tanto BCAC  . 

 

3.11.3 Proposición. 

Si dos triángulos ABC  y ''' CBA son isósceles en A y A‘ respectivamente, y son 

congruentes, también lo serán sus alturas respectivas por A y A‘. 

 

Demostración. Trazamos las respectivas alturas AD  y ''DA  . Por 3.11.1 dichas alturas 

también son bisectrices de A  y 'A , luego ''' CADDAC  . Por ser triángulos 

isósceles 'CC  , y aplicando el criterio ASA, ''' CDAADC  , de lo que 

deducimos que ''DAAD  , tal y como queríamos ver. 

 



3.12 Congruencia de cuadriláteros. 
 

3.12.1 Definición. Congruencia de cuadriláteros. 

Diremos que dos cuadriláteros ABCD  y '''' DCBA  son congruentes cuando podamos 

establecer una biyección entre sus vértices  

',',',' DDCCBBAA   

que haga corresponder ángulos congruentes:  

'AA  , 'BB  , 'CC  , 'DD    

 

y segmentos concurrentes:  

''BAAB  , ''CBBC  , ''DCCD  , y '' ADDA . 

 

3.12.2 Proposición. Criterio SASAS de congruencia de cuadriláteros. 

Si dos cuadriláteros ABCD  y '''' DCBA  cumplen  

''BAAB  , 'BB  , ''CBBC  , 'CC   y ''DCCD   

entonces son congruentes. 

 

Demostración. 

Trazamos las diagonales respectivas AC , BD  y ''CA , ''DB  de cada cuadrilátero: 

 
 

Puesto que ''BAAB  , 'BB  , ''CBBC  , los triángulos ABC  y ''' CBA  son 

congruentes por el criterio SAS. 

Luego ''CAAC  , ''' BACCAB   y ''' BCAACB  . 

 

De la misma manera, puesto que ''CBBC  , 'CC   y ''DCCD  , los triángulos 

BCD  y ''' DCB  son congruentes por el criterio SAS. 

Luego ''DBBD  , ''' CBDDBC   y ''' CDBBDC   

 

Por resta de ángulos (3.3.7), si 'CC   y ''' BCAACB  ,entonces 

''' ACDDCA  , y puesto que ''DCCD   y ''CAAC  , por el criterio SAS tenemos 

que ''' ACDDCA  , y por lo tanto ''DAAD  , 'DD   y ''' CADDAC  . 

Por suma de ángulos (3.4.5), ''' CADDAC   y ''' BACCAB   implica 

'AA   y ya tenemos todos los ángulos y todos los lados congruentes, tal y como 

queríamos ver. 

 

3.12.3 Ejercicio. Otros criterios de congruencia de cuadriláteros. 

Los criterios ASASA, SASSS y SASAA son criterios válidos de congruencia de 

cuadriláteros. 

 

3.12.4 Ejercicio. 

Comprueba, mediante un antiejemplo en IR
2
, que el criterio SAAAA no es un criterio 

válido de congruencia de cuadriláteros. 



3.13 Cometas. 
 

3.13.1 Definición. Cometa. 

Una cometa es un cuadrilátero convexo ABCD  que tiene dos pares de lados adyacentes 

congruentes: ADAB   y CDBC  . 

 

 
 

También lo podemos interpretar como una figura creada mediante dos triángulos 

isósceles con una base común (base que será la diagonal de la cometa).   

 

3.13.2 Proposición. 

Las diagonales de una cometa se cortan en ángulos rectos. 

 

Demostración. Sea ABCD  una cometa con ADAB   y CDBC  . Aplicando 3.9.8 

sabemos que A y C pertenecen a la mediatriz del segmento BD . Dos puntos determinan 

una recta, y por tanto la mediatriz del segmento BD  será AC . Por definición de 

mediatriz, BDAC  . 

 





4 Continuidad. 
 

4.1 Conjuntos convexos. 
 

4.1.1 Definición. Conjunto convexo. 

Diremos que un conjunto de puntos S es convexo cuando cumple la siguiente condición: 

Si SBA ,  entonces SAB   

O equivalentemente: Si BCA **  con SBA , , entonces SC . El conjunto vacío es 

convexo. 

 

4.1.2 Ejercicio. 

Todo conjunto de un único punto es convexo. 

 

Demostración. Basta aplicar la definición de AA  (2.1.3). 

 

4.1.3 Ejercicio. 

Toda recta es convexa. 

 

Demostración. Si rABABrBA ,  (2.1.6). 

 

4.1.4 Ejercicio.  

Toda semirrecta es convexa. 

 

Demostración. Si CDABABCDBA , . 

 

4.1.5 Ejercicio. 

Todo semiplano es convexo. 

 

Demostración. Sea r una recta y supongamos que A y B están en el mismo lado de r, es 

decir, BA r . Sea C un punto tal que A*C*B. Supongamos que CA r . Entonces 

existe un punto rD  tal que A*D*C. Entonces A*D*C*B (2.3.4), luego A*D*B y en 

consecuencia BA r  en contradicción con la hipótesis. Luego CA r . 

 

4.1.6 Ejercicio. 

Todo segmento es convexo. 

 

4.1.7 Proposición. 

La intersección de dos conjuntos convexos es convexo. 

 

Demostración. Supongamos S y T dos conjuntos convexos. Sean TSBA , . 

Entonces SBA , convexo, luego SAB  . De la misma forma TBA ,  convexo, y 

por tanto TAB  . Luego TSAB  . 



4.2 Particiones de Dedekind. El Axioma de Dedekind. 

 
Nota histórica. A mediados del siglo XIX el matemático alemán Dedekind introduce el 

concepto de ―corte‖, que aclara y unifica por un lado el concepto geométrico de recta 

continua, en el sentido de completa, sin agujeros, y por otro el concepto aritmético de 

―sistema numérico continuo‖, ambos en perfecta biyección. Gracias a este concepto, 

muchos teoremas fundamentales que hasta el momento se tenían por ciertos pudieron 

ser finalmente demostrados rigurosamente. 

 

4.2.1 Definición. Partición de una recta. 

Una Partición de una recta r es un par de conjuntos  21,  de puntos de r tal que 

 212121 ,,,r  

 

4.2.2 Proposición. Partición de Dedekind de una recta. 

Dada una partición  21,  de una recta r, son equivalentes: 

a) Ningún punto de 1  está entre dos puntos de 2  y ningún punto de 2  está entre dos 

puntos de 1 . 

b) 1  y 2  son convexos. 

En cualquiera de los dos casos diremos que se trata de una partición de Dedekind de la 

recta. 

 

Demostración.  )) ba   Sean 1, QP . Sea PQR , es decir, QRP ** . Puesto que 

ningún punto de 2  puede estar entre dos puntos de 1 , 2R , y por tanto 

necesariamente 1R , y 1  es convexo. De la misma manera se demuestra que 2  es 

convexo. 

)) ab   Supongamos ahora que 1  y 2  son conjuntos convexos. 

Supongamos que 1R  está entre dos puntos 2, QP , es decir, QRP ** . 

Por convexidad de 2  necesariamente 2R , contradiciendo la hipótesis. Luego 

ningún punto de 1  puede estar entre dos puntos de 2 . Con el mismo razonamiento se 

demuestra el otro caso. 

 

4.2.3 Definición. Punto de corte de una partición de Dedekind. 

Dada una partición de Dedekind  21,  de una recta r, y un punto O  de la misma, las 

tres condiciones siguientes son equivalentes: 

a)  PQQOPrQP  **,,  corta 1  y 2  

b)  QOPQP **,, 1  no es cierto, y QOPQP **,, 2  no es cierto. 

c)  QOPOQPQP **,,, 21   

 

En cualquiera de los tres casos, diremos que O es un punto de corte de la partición. 

Estas tres condiciones equivalentes, cada una a su manera, nos están diciendo que existe 

un punto "frontera", un punto que está "en medio" de las dos particiones.  

 

Nota: En algunos libros encontramos también una cuarta definición: 

d) O1  y O2  son las dos semirrectas de r con vértice O. 

Demostración. )) ba  Supongamos que QOP **  para ciertos 1, QP .  



Por convexidad de 1 , 11,  PQQP , contradiciendo la hipótesis de que PQ  

corta 2 . La otra condición se demuestra de la misma forma. 

 

)) cb   Sean OQPQP  ,,, 21 . Los puntos P, Q y O son tres puntos distintos 

de la recta, luego se debe dar uno y sólo uno de los tres casos siguientes: (Axioma B3) 

a) OQP **  b) QPO **  c) QOP **  

Supongamos que sucede el caso a), es decir, OQP ** . Sea R  tal que ROQ **  

(Axioma B2). 

RQPROQPROQOQP *********   (2.3.6) 

Por hipótesis, RSQQRSROQ **** 1  .  

Pero SQPRSQPRSQRQP *********  , con 1, SP , luego por 

convexidad necesariamente 1Q  contradiciendo la hipótesis 2Q . 

El caso b) nos lleva a contradicción con un razonamiento similar, por lo que sólo puede 

suceder el caso c), es decir, que QOP ** . 

 

)) ac   Supongamos que QOP **  para ciertos rQP , . 

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 1O . 

Si 1P  y 2Q  o bien 2P  y 1Q  no hay nada que decir. 

El caso 2, QP  no se puede dar pues 2  es convexo, luego sólo nos queda estudiar el 

caso 1,, QOP . Está claro que PQ  corta 1 , luego nos queda ver que corta 2 . 

Puesto que 2 , sea 2R . Entonces, por hipótesis, tendremos ROP **  y 

ROQ ** . Luego, por 2.3.8, o bien RQOP ***  o bien QROP *** . 

Si QROP ***  entonces QRP **  y PQ  corta 2 . 

Si RQOP *** , entonces RQO ** , pero teníamos ROQ ** , llegando a contradicción.  

 

4.2.4 Corolario. 

Un punto de corte, si existe, es único. 

 

Demostración. Supongamos que O y O‘ son puntos de corte de una misma partición de 

Dedekind  21,  de una recta r. 

Supongamos que 1', OO . Sea 2P . Aplicamos la proposición anterior: 

Por ser O‘ punto de corte, POO '** , por ser O punto de corte, POO *'* , contradiciendo 

el Axioma B3. 

Supongamos que 1O  y 2' O . Sea P un punto '** OPO  (Axioma B2). 

Si 1P , puesto que 2' O , por ser O punto de corte y aplicando la proposición 

anterior obligatoriamente se debe cumplir '** OOP , llegando a contradicción. 

Si 2P  un razonamiento similar nos lleva igualmente a contradicción.  

El resto de casos se demuestra de la misma manera. 



4.2.5 Axioma. Axioma de Dedekind. 

Para toda partición de Dedekind de una recta existe un punto de corte. 

 

4.2.6 Definición. Particiones de Dedekind de semirrectas. 

De la construcción para rectas podemos deducir una variación de partición de Dedekind 

para semirrectas. 

Sea una semirrecta ABs  , diremos partición de Dedekind de s a todo par de 

conjuntos  21 ,   tal que: 

a) s 21  

b)  21  

c) 1A  

d) s1  

e) 21 y   son convexos. 

 

Y su axioma de Dedekind correspondiente: Toda partición de Dedekind de una 

semirrecta tiene asociado un punto de corte, y pertenece a dicha semirrecta. 

 

4.2.7 Proposición. 

Si se cumple el axioma de Dedekind para rectas también se cumple para semirrectas. 

 

Demostración. Ampliamos la partición  21 ,   a una partición  21 ,   de la recta 

)()( ABopsABopABABr   de la siguiente manera: 

12

11 )(





r

ABop
 

 

 
 

Observamos que 22  : 

21112 ,)()(  PPABPABopPABopKPKP  

11112 )( KPKPABopPAABPAPPP 
 

 21 ,   es una partición de Dedekind de la recta r: 

1  pues 11 A . 

2  pues 2 .  

rKK  21   21 KK  por ser conjuntos complementarios. 

1  es convexo: Supongamos que 1, QP  y QRP **  para cierto rR . 

Si 1)()(,  ABopRABopQP  pues el opuesto de una semirrecta es una 

semirrecta y toda semirrecta es convexa (4.1.4). 

Si 111,  RQP  pues por hipótesis 1  es convexo. 

 



Si )(ABopP  y 1Q , y ninguno de los dos es A. 

QAPAQopABopP **)()(   

QARPQRAPQRPQAP **********   

1)()(*****  RABopAQopRQARQARP  

1*****  RQRAQRAP ,  pues está entre dos elementos de 1 , y 1  es 

convexo. 

 

Los otros casos se demuestran con argumentos similares. 

 

Por lo tanto, si se cumple el Axioma de Dedekind, lo podemos aplicar a la partición de 

Dedekind  21 ,  : 

Existirá un punto rO  tal que  

Si 1P  y 2Q , OQP , , se tiene QOP **  

 

El punto de corte O pertenecerá a la semirrecta ABs  , y AO  .  

Efectivamente, supongamos que AO  . Tomamos cualquier punto  AQ  1 , y 

cualquier punto )(ABopP .  

QAPAQopABopP **)()(  , es decir, QOP **  con 1, QP , lo cual es 

absurdo por definición de punto de corte. 

Supongamos que  AABopO  )( . Entonces existirá un )(ABopQ   tal que 

AOQ ** , con 1, AQ , lo cual es igualmente absurdo. 



4.3 Circunferencias en un plano de Hilbert. 

 
Este apartado contiene las propiedades de los objetos geométricos relacionados con las circunferencias 

dentro del contexto de un plano de Hilbert, es decir, sin suponer el Postulado de la única paralela. 

Veremos que para garantizar algunos resultados elementales, como por ejemplo que una recta que pasa 

por el interior de una circunferencia se corta con ella, es necesario suponer el Axioma de Continuidad. 

Más adelante, el tema 9 estará dedicado íntegramente a estudiar todas las propiedades de las 

circunferencias en un contexto de plano euclídeo. 

 

4.3.1 Definición. Circunferencia. Interior y exterior de una circunferencia. Círculo. 

Sea un punto A y un segmento BC . Definimos la circunferencia de centro A y radio 

BC  como el conjunto de puntos P tales que BCAP  . Es decir, por el conjunto:  

 

 BCAPP  |  

 

Definimos el interior de   como el conjunto:    ABCAPPInt  |)(  

Definimos el exterior de   como el conjunto:  BCAPPExt  |)(  

 

Por la ley de tricotomía, todo punto está en la circunferencia, en su interior o en su 

exterior, de forma exclusiva. 

 

Diremos círculo a la unión de una circunferencia y su interior. 

 

4.3.2 Proposición. 

a) Una recta y una circunferencia se cortan como mucho en dos puntos. 

b) Una recta que pasa por el centro O de una circunferencia la corta en dos puntos P y Q 

cumpliendo QOP ** . 

c) Dos circunferencias iguales como conjuntos de puntos tienen el mismo centro. 

 

Demostración. a) Supongamos que una recta r corta una circunferencia de centro O en 

tres puntos diferentes A, B y C, es decir, OCOBOA  . 

 

 
 

En el triángulo OAC , OCAOACOCOA   por 3.1.9. De la misma manera, 

en el triángulo OAB , OBAOABOBOA  . 

Luego OCBOBAOCBOCAOACOABOBA  . 

Pero OCBOBA   por el Teorema del ángulo exterior (3.7.2), llegando a 

contradicción. 

b) Sea  una circunferencia de centro O y radio AB . Supongamos que la recta r corta a 

la circunferencia por su centro O. Sea C cualquier otro punto de r (Axioma I2). Sea P el 

punto de OC  tal que ABOP   (Axioma C2). Sea Q el punto de )(OCop  tal que 

ABOQ  . Estos dos puntos son los puntos buscados. 

 



c) Sea O  un punto y AB  un segmento con los que construimos la circunferencia  . 

Sea 'O  otro punto y '' BA  otro segmento con los que construimos la circunferencia ' . 

Queremos ver que si '   como conjuntos, entonces 'OO  . 

Supongamos que 'OO  . Sea 'OOr  . Aplicando el apartado anterior, esta recta 

cortará la circunferencia   en dos puntos C y D tales que DOC ** . Se cumple 

DOCO  , y puesto que '   también se cumplirá '' DOCO  . 

 

Los dos únicos casos posibles son DOOC '***  y DOOC *'**  (queda por demostrar).  

Supongamos que DOOC '*** . Entonces, por un lado, '''** DOCOCOOOC  , 

pero también  ODDODOO  ''** , con lo cual llegamos a 

ODCOODDOCO  ' , absurdo porque DOCO  .  

El otro caso DOOC *'**  se demuestra con un razonamiento similar. 

 

4.3.3 Definición. Recta tangente a una circunferencia. Circunferencias tangentes. 

Diremos que una recta r es tangente a la circunferencia   cuando se corten en un único 

punto. A dicho punto le llamaremos punto de tangencia entre la circunferencia y la 

recta. 

 

Diremos que dos circunferencias son tangentes cuando se corten en un único punto. A 

dicho punto le llamaremos punto de tangencia entre las dos circunferencias. 

 

 
 

 

4.3.4 Definición. Cuerda. Diámetro. 

Diremos que el segmento AB  es una cuerda de la circunferencia   cuando sus 

extremos A y B pertenezcan a la circunferencia. 

  

Un diámetro de la circunferencia es una cuerda que pasa por el centro de la 

circunferencia. 

        



4.3.5 Proposición. 

Si una recta contiene un punto en el interior de una circunferencia, la proyección 

ortogonal del centro de la circunferencia en la recta también está en el interior de la 

misma, o bien la recta pasa por el centro de la circunferencia. 

 

Demostración. Sea r la recta, y sea O el centro de la circunferencia. Si O pertenece a la 

recta ya no hay nada que demostrar, supongamos pues que O no pertenece a la 

circunferencia. 

Sea T la proyección perpendicular de T en r. Sea P el punto de la recta que está en el 

interior de la circunferencia. 

 

 
 

El triángulo OTP  es rectángulo en T, luego TPO  es agudo (3.7.6) y por tanto 

OTOP  . 

Luego para cualquier punto R de la circunferencia, OTOPOR  , y por tanto T 

también estará en su interior. 

 

4.3.6 Proposición. 

Todos los puntos entre dos puntos que no están en el exterior de una circunferencia 

están en el interior de la circunferencia. Por lo tanto, el interior de una circunferencia es 

un conjunto convexo, un círculo es un conjunto convexo, y todos los puntos interiores 

de una cuerda están en el interior de la circunferencia. 

 

Demostración. Sean A y B dos puntos que no están en el exterior de una circunferencia 

de centro O. Supongamos que O no está en AB . Sea P tal que BPA ** . Uno de los 

ángulos APO  y OPB  será recto o obtuso por 3.7.5. Supongamos que APO  es 

obtuso. Entonces OAP  es agudo y OPOAAPOOAP   por 3.7.7, y por 

tanto, si A no está en el exterior de la circunferencia entonces P estará en el interior de 

la circunferencia. Con un razonamiento similar se prueba el caso OPB  obtuso. 

 

Si la recta AB  contiene el centro O necesitamos un razonamiento diferente. Los casos 

posibles son BPOA *** , BOPA *** , BPAO *** , OBPA *** . De cualquiera de 

estos cuatro casos se deduce fácilmente que el punto P está en el interior de la 

circunferencia. 

 



4.3.7 Proposición. 

Sean A y B dos puntos exteriores a una circunferencia de centro O. Sea T la proyección 

ortogonal del centro en la recta AB . 

a) Si T está en el exterior de la circunferencia, toda la recta está en el exterior de la 

circunferencia. 

 
 

b) Si T no está en el interior de AB , todos los puntos del segmento AB  están en el 

exterior de la circunferencia. 

 
 

c) La proyección ortogonal del centro de una circunferencia en una cuerda es su punto 

medio. 

 
Demostración. 

a) Sea P un punto de AB . El triángulo OTP  es rectángulo en T y con hipotenusa OP . 

Luego OTOP   (3.7.13) y por tanto P está en el exterior de la circunferencia. 

b) Sea P un punto de AB . Se pueden dar dos casos: BPAT ***  o APBT *** . 

Supongamos el primer caso.  

 
 

El ángulo OAP  es obtuso por el Teorema del ángulo exterior (3.7.2). Puesto que un 

triángulo no puede tener dos ángulos obtusos (3.7.12), APO  tiene que ser agudo, y 

por tanto OAOP  , y si A está en el exterior de la circunferencia, también lo estará P. 

c) Los triángulos OTA  y OTB  son congruentes por el criterio HL (3.8.7), luego 

BTAT  . 

 



4.3.8 Proposición. Caracterización de las rectas tangentes. 

Sea T un punto de una circunferencia   de centro O. Sea r la recta perpendicular al 

radio OT  que pasa por T. 

a) La recta t tiene como único punto de contacto con la circunferencia al propio T, y por 

tanto es tangente a la circunferencia. 

b) Toda la circunferencia queda a un lado de la recta t. 

c) Cualquier otra recta que pase por T y no sea t tendrá dos puntos de contacto con la 

circunferencia, y por tanto la recta r es la única recta tangente a la circunferencia por T. 

 

Demostración. 

a) Dado cualquier punto TP   de la recta, se cumplirá OTOP   por 3.7.13, luego P 

no puede pertenecer a  . 

b) La desigualdad anterior garantiza que para cualquier punto R de  , el segmento OR  

no puede cortar con la recta, pues si tenemos RPO **  con P  en la recta, entonces 

OROP  , pero OTOPOTOROP   y acabamos de ver que esto no es posible. 

c) Sea s cualquier otra recta que pasa por T. Sea F la proyección ortogonal de O en s. 

Puesto que sr  , FT  . Sea A en s tal que TFAF  , y AFT ** . Por el criterio SAS 

tenemos que AFOTFO  , luego AOTO  , y por tanto A también pertenece a  . 

 
4.3.9 Ejercicio.  

El exterior de una circunferencia no es convexo. 

 

Demostración. Sea  una circunferencia con centro O y radio OA . 

En )(OAop  sea 'A  tal que OAOA ' . (Axioma C2) 

Tenemos AOA *'* . 

Sea OAB  tal que BAO ** , y sea '' OAB  tal que ''** BAO . (Axioma B2) 

 
Veamos que BOB *'* : 

BOBBOAB

OABBAO

BOABAOA
BAO

AOA

*'**'*'*

'*'*''**

*'***'*
**

*'*

















 

Luego 'BBO , pero )(ExtO . 

 



4.3.10 Lema.  

Sea   una circunferencia, y sea AB  un segmento con )(IntA  y )(ExtB . 

Entonces )(IntAB  y )(ExtAB  son conjuntos convexos. 

 

Demostración. 

Demostración. El segmento AB  es convexo por 4.1.6. El interior de una circunferencia  

es convexo por 4.3.6. La intersección de dos conjuntos convexos es convexo por 4.1.7. 

Luego la intersección de AB  con el interior de   será convexa. 

Veamos que la intersección de AB  con el exterior de   es también convexa. 

Supongamos que no. Entonces existirán X*Z*Y en AB  con X, Y en el exterior de  , 

pero con Z que no está en el exterior de , es decir, Z pertenece al círculo. 

Reordenando Y e Y si es necesario, podemos suponer A*X*Y, luego A*X*Z*Y y por 

tanto A*X*Z, con A y Z en el círculo. Pero un círculo es convexo (4.3.6), luego X 

pertenecerá también al círculo, llegando a contradicción. 

 

4.3.11 Lema. 

Sea r una recta y   una circunferencia. 

a) Todo punto de )(Intr   está entre dos puntos de )(Int . 

b) Todo punto de )(Extr   está entre dos puntos de )(Ext . 

c) Todo segmento AB con A en )(Int  y B en )(Ext  contiene otros puntos de 

)(Int  y )(Ext . 

 

Demostración. Sea O el centro de la circunferencia y OR  su radio. 

a) Sea P un punto de r en el interior de la circunferencia, es decir, OROP  . 

Sea Q el punto de OP  tal que OROQ  . 

Sean A y B los puntos de r situados a ambos lados de P tales que PQPBPA  . 

 
Aplicando la desigualdad triangular (3.7.10) en el triángulo OPA , tenemos  

OROAOROQPQOPAPOPOA  , y de la misma forma 

OROBOROQPQOPBPOPOB  , por lo tanto los puntos A y B 

pertenecen al interior de la circunferencia. 

 

b) Sea ahora P un punto de r en el exterior de la circunferencia, es decir, OPOR  . Sea 

Q el punto de OP  tal que OROQ  . 

Sean A y B los puntos situados a ambos lados de P tales que PQPBPA  . 



 
Entonces, aplicando la desigualdad triangular (3.7.10) en el triángulo OPA , 

OROQOAAPOQPQOQAPOAOPAPOA  , y por tanto el 

punto P pertenece al exterior de la circunferencia. 

 

4.3.12 Postulado. Postulado de la Intersección Circunferencia-Recta CR.  

Toda recta que contenga un punto situado en el interior de una circunferencia se corta 

con la misma. 

 

 
 

4.3.13 Teorema. 

Suponiendo el Axioma de Dedekind se cumple el Postulado CR. 

 

Demostración. Sea   una circunferencia de radio OR . Sea r una recta con un punto P 

contenido en el interior de la circunferencia. En todo momento vamos a suponer que la 

recta no pasa por el centro de la circunferencia, pues en ese caso se demuestra que la 

recta corta la circunferencia incluso sin necesidad de suponer el Axioma de Dedekind. 

Marcamos un punto Q en la recta, en un lado cualquiera respecto de P, tal que 

ORPQ 2 . Está claro que el punto Q estará en el exterior de la circunferencia, pues por 

la desigualdad triangular (3.7.10) aplicada al triángulo OPQ  tenemos  

OQOROQOROQOPPQOR 2 . 

Supongamos que r , y veamos que llegamos a contradicción. 

Sea T la proyección ortogonal de O en la recta r. 

Sea  )()(1 IntrTQop  , y sea )(2 ExtTQ .  

Veamos que  21,  es una partición de la recta.  

Está claro que 1P  y 2Q , luego ambos son no vacíos. 

 

21)()()(

)()()(

)()()()(













ExtTQIntTQTQop

ExtTQIntTQTQTQop

ExtIntTQTQopTQTQopr

 

pues suponemos TQ , es decir, su unión es toda la recta. 



   )()( ExtTQTQop  pues )(IntT   por 4.3.5. 

     )()(  ExtTQIntr  pues  )()(  ExtInt , luego su intersección está 

vacía. 

Veamos que el conjunto 1  es convexo. Si )(, TQopBA   y BCA **  entonces 

)(TPopC  por 4.1.4, y por tanto 1C . 

Si )(, IntrBA   y BCA **  entonces )(IntrC   por 4.3.10, y por tanto 

1C . 

Luego sólo nos queda ver el caso )(TQopA , (es decir, QTA ** ), y )(IntrB  . 

(queda por demostrar) 

El conjunto 2 es convexo por 4.3.10.  

Ahora aplicamos el Axioma de Dedekind que nos garantiza la existencia de un punto de 

corte K para esta partición. Veamos que en cualquier caso posible llegamos a 

contradecir la caracterización 4.2.3b de punto de corte. 

Si 2K , aplicando 4.3.11b podré encontrar dos puntos de 2, BA  tales que 

BKA ** , contradiciendo 4.2.3b. 

Si 1K , si )(IntrK  , por 4.3.11a podré encontrar dos puntos )(, IntrBA   

tales que BKA ** , contradiciendo 4.2.3b, y si )(TQopK , suponiendo TK   seguro 

que podré encontrar dos puntos )(, TQopBA   tales que BKA ** , contradiciendo 

nuevamente 4.2.3b. El caso )(IntTK   ya está estudiado. 

Luego ni 1K  ni 2K  son posibles, lo cual contradice la hipótesis de que 

21 r . La hipótesis r  no puede ser cierta, es decir, la recta y la 

circunferencia se cortan al menos en un punto. 

 

4.3.14 Postulado. Postulado de la Intersección Circunferencia-Circunferencia CC. 

Sean   y   dos circunferencias. Si   contiene un punto del interior de   y un punto 

del exterior de  , entonces   contiene un punto de  , es decir, las dos circunferencias 

se cortan. 

 

 
 

4.3.15 Teorema. 

Suponiendo el Axioma de Dedekind se cumple el postulado CC. 
 

Demostración. 

 

 



4.3.16 Corolario. (Elementos 1.1). 

Sea un segmento AB . Entonces, suponiendo el Axioma de Dedekind, existe un punto C 

tal que ABC  es un triángulo equilátero. 

 

Demostración. Sea   la circunferencia con centro A y radio AB . Sea   la 

circunferencia con centro en B y radio BA . Claramente B , luego   contiene un 

punto del interior de  . Sea D un punto tal que D*A*B y ADAB   (axiomas B2 y 

C2). Entonces D . Pero ABDB  , por lo que D está en el exterior de  . 

Aplicando el teorema anterior 4.3.15, existirá un punto C en la intersección de   y  .  

A, B y C no pueden ser colineales (queda por demostrar) 

Así pues, A, B y C formarán un triángulo. 

Puesto que C , ABAC  , pero por otro lado  C , BABC  , es decir, los tres 

lados son congruentes, y por lo tanto el triángulo será equilátero. 

 

Nota: Este es el primer resultado que Euclides pretende demostrar en sus Elementos, y 

lo hace suponiendo la existencia de puntos de intersección de dos circunferencias, cosa 

que no se deduce de los axiomas previos. En el siglo XIX se vio la necesidad de añadir 

un axioma como el Axioma de Continuidad. 

 

Nota: Un hecho interesante es que si se cumple el Postulado de la intersección 

Circunferencia-Recta, y se cumple el Postulado de la única paralela, entonces se cumple 

el Postulado de la intersección Circunferencia-Circunferencia.  



4.3.17 Proposición. 

En un plano de Hilbert, si se cumple el postulado CC se cumple el postulado CR. 

 

Demostración. 

Sea   una circunferencia con centro O y radio OA , y sea r una recta conteniendo un 

punto P del interior de la circunferencia.  

 
Si la recta pasa por el centro de la circunferencia, aplicando el lema 4.3.2b cortará con 

la misma. Supongamos que no pasa por el centro. Tenemos, pues, un punto rP , 

OP  , OAOP  . 

Sea s la recta perpendicular a r por O. Sea B su punto de corte con r.  

Sea O' el único punto tal que '** OBO  y 'BOOB  , y sea   la circunferencia de 

centro O' y radio OA . 

Vamos a demostrar que las circunferencias   y   se cortan en un punto Q, es decir, 

que existirá un punto Q tal que QOOQ ' , pues entonces, como la recta r es la 

mediatriz del segmento 'OO , se deducirá que rQ  por 3.9.8. 

La recta s pasa por el centro O' de la circunferencia  , luego por 4.3.2b cortará a dicha 

circunferencia en dos puntos C y D, tal que DOC '** . Renombrándolos si es necesario, 

podemos suponer que C y O están al mismo lado de la recta respecto de O'. 

 

 
Claramente )(ExtD , pues 

)(''** ExtDOAODOADOODDOO   

Sólo falta ver que )(IntC , pues entonces, aplicando el Postulado CC, se deducirá la 

existencia del punto de corte Q que buscamos. 

El triángulo OBP  es rectángulo, luego, por 3.7.13 tendremos que OAOPOB  , y 

por tanto COBOCOOAOBBO ''''  , y por tanto O y C son colaterales 

respecto de r, luego se pueden dar dos casos: 

i) BOC ** , y entonces 

 )(''**'***
'**

**
IntCOACOCOOOCOBOC

OBO

BOC






 

ii) BCO ** , y entonces )(IntCOAOBOC   

 
Fuente: "Geometry: Euclid and Beyond" (Hasrtshorne) 



4.4 El Axioma de Arquímedes. 
 

4.4.1 Definición. El Axioma de Arquímedes. (Elementos 5, definición 4; H5.1) 

Dada una semirrecta ABr   y un punto rC  cualquiera, existirá un n tal que  

CBn  o nBCA ** . 

 
 

Con otras palabras, multiplicando segmentos, por muy pequeños que estos sean, 

podremos siempre obtener segmentos tan grandes como queramos. 

 

Nota: El Axioma de Arquímedes en Los Elementos.  

El Axioma de Arquímedes aparece como definición número 4 del Libro 5, dentro del 

contexto de las magnitudes: 

 
Λόγον ἔτειν πρὸς ἄλληλα μεγέθη λέγεηαι, ἃ δύναηαι πολλαπλαζιαζόμενα ἀλλήλων ὑπερέτειν. 

 

Diremos dos magnitudes guardan razón entre sí cuando cada una de ellas, siendo 

multiplicada, pueda exceder la otra.  
 

4.4.2 Teorema. 

Si se cumple el Axioma de Dedekind entonces también se cumple el Axioma de 

Arquímedes. 

 

Demostración. Supongamos que no es cierto. 

Utilizaremos la versión del Axioma de Dedekind para semirrectas (4.2.6). 

Sea 1 el conjunto definido por A y todos los puntos rP  para los cuales el Postulado 

de Arquímedes se cumple, es decir, existe un n tal que CPn   o  PnCA ** , y sea 

12  r .  

Veamos que  21,  es una partición de Dedekind de r. 

1  no es un conjunto vacío, pues 1A . 

2  no es un conjunto vacío pues suponemos que no se cumple el Postulado de 

Arquímedes. 

Claramente r 21  y  21 . 

1  es un conjunto convexo: Sean 1, QP , es decir, existen m y n tales que 

ACAPn   y ACAQm  . Sin pérdida de generalidad podemos suponer que nm  . 

Entonces, para todo R  tal que QRP ** , tendremos AQmARmAPm  **  

y por tanto APmAPnAC  , y por tanto 1P . 

 

2  es un conjunto convexo. Sean 2, QP , y sea R tal que QRP ** . Supongamos que 

1R , es decir, que existe un n tal que ACARn  . 

Entonces AQnARnAPnQRP **  y por tanto AQnARnAC  , 

luego 1Q  contradiciendo la hipótesis. Así pues, 2R . 

 



Al suponer que se cumple el Axioma de Dedekind lo podemos aplicar a nuestra 

partición  21,  para garantizar un punto de corte rO . Vamos a ver que no se puede 

dar ni 1O  ni 2O , contradiciendo la hipótesis inicial. 

El caso AO   no puede ocurrir. 

Si 1O , tomando el punto A y cualquier punto  2Q , por definición de punto 

de corte, tendremos QOA ** , pero 1O  y QOA **  implica 1Q  llegando a 

contradicción. 

Si 2O , tomando cualquier punto  1Q , y el punto 22  OR , tendremos  

ROQ ** , pero 1Q  y ROQ **  implica 1O  llegando a contradicción. 

 

Observación. 

En 16.7.5 estudiaremos la existencia de planos de Hilbert no arquimedianos, es decir, en 

los que no se cumple el Axioma de Arquímedes. 



4.5 División de segmentos. 

 
4.5.1 Postulado. Postulado de la división de segmentos. 

El Postulado de la división de segmentos afirma que dado un segmento AB  

cualquiera y un número natural 1n , podemos determinar los puntos del segmento 

 BPPPPA n  ...,,,, 210  tales que 11 APPP kk  , 

es decir, podemos dividir dicho segmento en n partes iguales. 

 

 
 

En 8.2.12 veremos que en un plano euclídeo se cumple siempre este postulado, pero 

como ya comentamos en 3.3.6, este postulado no se cumple dentro de un plano de 

Hilbert, pues es necesario añadir el Axioma de Continuidad. 

 

4.5.2 Proposición. Existencia y unicidad de los “puntos diádicos”. 

Dada una semirrecta AB , y cualquier natural 1n , existirá un único punto P  tal que 

BPA **  y BPn 2 . A este punto le denotaremos por 
n

B

2
. 

 

Demostración. Sea 
2

B
 el punto medio de AB  . En 3.9.5 vimos su existencia y unicidad. 

Está claro que B
B


2
2  puesto que B

BB
A

22
 . 

Sea 
4

B
 el punto medio del segmento 

2

B
A . Está claro que B

BBB











2
2

4
22

4
4 . 

De esta manera podemos ir definiendo los puntos de la forma 
n

B

2
 para todo n natural. 

Por inducción sobre n demostramos que siempre B
B

A
n

*
2

*  y estos puntos cumplen 

B
B

n

n 
2

2 . 

 

4.5.3 Proposición. 

Dada una semirrecta AB , y cualquier natural 1n , existirá un punto ABP  tal que 

  BPnA **  . 

 

Demostración. Para dicho n dado tomemos INk  tal que nk 2  (su existencia es un 

resultado conocido de la aritmética). 

Entonces tomando 
k

B
P

2
 , se cumplirá B

B
PPnn

k

kkk 
2

222 . 

 



4.5.4 Corolario. 

Dada una semirrecta AB , y cualquier natural 1n ,  

a) Si un punto ABC  cumple BCn   entonces existirá otro punto D , con DCA **  

tal que BDn  . 

b) Si un punto ABC  cumple CnB   entonces existirá otro punto D , con CDA **  

tal que BDn  . 

 

Demostración. a) Puesto que BCn   podemos considerar el segmento CnAAB  . 

Aplicando 4.5.3 garantizamos la existencia de un punto P  en dicho segmento tal que 

CnBPn  . Sea PCD  . Entonces 

BCnBCnPnCnPCnDn  )( . 

b) Puesto que CnB   podemos considerar el segmento ABCnA  . Aplicando 4.5.3 

garantizamos la existencia de un punto P  en dicho segmento tal que BCnPn  . 

Tomando ahora PCD  , se cumple 

  BBCnCnPnCnPCnDn  . 

 

4.5.5 Proposición. División de segmentos. 

Si se cumple el Axioma de Dedekind, dado un segmento AB  y cualquier número 

natural 1n , existirá un único punto C tal que BCA **  y ABACn  . 

 

Demostración. 

Separamos los puntos de la semirrecta AB  en dos grupos:  

 

Los que ‘no llegan‘:      ABPnAABP  **|  , 

y los que ‗llegan o se pasan‘:  PnBABPnABP  **|  

 

Primera parte:    ,  es una partición de r. 

- Los conjuntos   y   son disjuntos: Si ABP  y BPnA **   entonces no se puede 

dar BPn   ni PnBA ** , por los axiomas B1c y B2. 

 

- La unión de   y   es todo AB : 

Sea ABP . Comparando los tres puntos BPnA ,,  , puede ocurrir que BPn  , en 

cuyo caso P , o que BPn  , en cuyo caso son tres puntos diferentes de AB , y 

por tanto sólo se puede dar uno de los tres casos siguientes: 

a) BPnA **  , y por tanto P .  

b) PnBA ** , y por tanto P . 

c) PnAB ** , que no puede suceder, pues ABPnABPnAB  )(** , absurdo. 

 

- El conjunto   no está vacío, pues A  (o aplicamos la proposición 4.5.3). 

 

- El conjunto   no está vacío, pues B . Efectivamente, BBBn  1 . 

 



Segunda parte: Los conjuntos   y   son convexos (es decir, es una partición de 

Dedekind de r). 

 

Supongamos que 321 ** QQQ  para ciertos puntos 31,QQ . 

Puesto que A  es el extremo de la semirrecta r, no se puede dar el caso 31 ** QAQ , y por 

tanto o bien 31 ** QQA  o bien 13 ** QQA . Renombrando los puntos si hace falta 

podemos suponer 31 ** QQA ,  y por lo tanto 321 *** QQQA . 

Así pues, 32 AQAQ  , y por tanto 32 QnQn   

Puesto que 3Q  se cumple que mBQnA *** 3 , y por tanto mBnQn  3 , luego  

mBnQnQn  32 , es decir, 2Q . 

La convexidad de   se demuestra de forma similar. 

 

Tercera parte: Aplicamos el Axioma de Dedekind, que nos garantiza la existencia de 

un único punto de corte para esta partición, es decir, existirá un único ABP  que está 

entre los dos conjuntos   y  . Este es el punto C que buscamos. 

 

Efectivamente, supongamos que BCn  . Entonces, aplicando 4.5.4 podemos 

encontrar otro punto 'C  tal que 'CC   y BCn  ' , es decir 'C . Luego '** CCA  

con ', CA , contradiciendo 4.2.3b. 

 

De la misma manera tampoco puede suceder CnB  , pues entonces podríamos 

encontrar un 'C  tal que CC '  y 'CnB  , es decir, BCC '  con BC ,' , 

contradiciendo 4.2.3b. 

 

 Así pues, llegamos a BCn  , tal y como queríamos ver. 

 



4.6 La distancia en una semirrecta. 
 

4.6.1 Teorema. La función distancia en una semirrecta. 

Sea AB una semirrecta. Al punto B le llamaremos ―punto unidad‖. 

 

Existirá una única función 

  AB ,0:  

 

que cumpla las siguientes cinco condiciones: 

1) A )0( . 

2) B )1( . 

3) Ser biyectiva. 

4) Si )(*)(*)0(0 yxyx   

5)   )()(,,0, xnxnxINn   

 

La función   dependerá, por lo tanto, única y exclusivamente del punto B fijado. 

Vamos a construir esta función por partes, primero para los números naturales, luego 

para los racionales y finalmente para los irracionales, utilizando en cada momento la 

función ya construida en la fase anterior. 

 

Primera parte. Construcción de   para números naturales. 

 

Es la función definida en 4.4.1: 

 

kBBkkINn  )(,  

 

Por la proposición 3.3.4, esta función es inyectiva y cumple la condición 4. 

Por la proposición 3.3.5, se cumple la condición 5: 

 

  )()(,, nmBBmnINmn nmnm    

 

Segunda parte. Construcción de   para números racionales. 

Escribimos 
n

m
x   para m y n enteros positivos. Queremos que la imagen 










n

m
P  

cumpla la condición     Bmmm
n

m
n

n

m
n 

















 1 . 

Vamos a ver que la condición BmPn   determinará totalmente el punto P. Este 

punto P es el determinado en la proposición 4.5.5. 

 

La función así definida cumple las condiciones requeridas. 

 

- La función   es inyectiva. 

 

- El punto 
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 cumple la condición fundamental:  m
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- La función   cumple la condición (5): )()(,, xnxnQxINn   

 

- La función   cumple la condición (4): )(*)(*)0(0 yxyx   
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Por otro lado, como sabemos que cumple la condición 4, tenemos: 
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Y por tanto: 
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Tercera parte. Construcción de   para números irracionales. 

 

Sea x un número irracional positivo. Definimos 

 xnmnmS x  /|)/(  ,  xnmnmS x  /|)/(  

 

Puesto que quedarán huecos entre los elementos de xS , definimos  

 xxx SRQconRPQABPS   ,**|  

 

y su complementario: xx AB   . 

 

 xx   ,  es una partición de r: 

- Los conjuntos x  y x  son disjuntos y su unión es todo r por construcción. 

 

- Observamos que xxS   : 

Si x
n

m

n

m
PSP x 








  , , luego claramente xSP  . 

Si existen xSRQ ,  tales que RPQ ** , tendríamos 
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 llegando a contradicción. 

Luego xP  , y por tanto xSP  . 

 

 



- El conjunto x  no está vacío. 

Utilizamos la propiedad de la densidad de Q  en IR . Para todo 0x  irracional existirá 

un 'x  racional xx  '0 . Claramente xSx  )'( . 

 

- El conjunto x  no está vacío. 

Nuevamente utilizamos la densidad de Q en IR. Para todo 0x  irracional basta tomar 

un 'x  natural tal que 'xx  . Claramente xSx  )( . 

 

Veamos ahora que los conjuntos x  y x  son convexos  (es decir, es una partición de 

Dedekind de AB ) 

 

- El conjunto x  es convexo. 

Sean xQP ,  y supongamos que QRP ** . Queremos ver que xR  . 

Supongamos en primer lugar que xSQP , . Entonces claramente por construcción  

tenemos que xR  . 

Supongamos que xSP   pero xx SQ   . Existirán xSQQ '','  tales que 

''*'* QQQ , luego ''** QRP  y por tanto xR  . 

Supongamos que xSQ   pero xx SP   . Existirán xSPP '','  tales que 

''*'* PPP , luego QRP *'*  y por tanto xR  . 

El caso xx SQP  ,  se demuestra de forma similar. 

 

- El conjunto x  es convexo. 

 

Aplicamos el Axioma de Dedekind, que nos garantiza la existencia de un único punto 

de corte para esta partición, es decir, existirá un único ABP que está entre los dos 

conjuntos x  y x . Este punto será la imagen  x . 

 

La función así definida cumple las condiciones requeridas. 

 

- La función   es inyectiva. 

Esto ya ha sido probado para los números racionales. Supongamos ahora que tenemos 

'xx   dos números irracionales diferentes. Por la densidad de Q en IR, existirá un y 

racional tal que 'xyx  , por lo tanto )'(*)(*)( xyx   de donde deducimos que 

)'()( xx  . 

 

- La función   cumple la condición (4): )(*)'(*)0('0 xxxx   

En primer lugar, supongamos que 'x  es racional y x  es irracional. 

)(*)'(*)'('0 0 yxBSxxx xx    

Supongamos que ambos son irracionales: 

Por densidad de Q en IR, existirá un racional ''x  cumpliendo xxx  '''0 , luego 

)(*)'(*)(*)''(*)'(* 00 xxPxxxP   

 

- La función   cumple la condición (5): )()(,, xnxnIRxINn   



- La función   es suprayectiva. 

Sea ABP . Si )/( nmP   para cierto racional nm / , claramente P  pertenece a la 

imagen de  . 

Supongamos lo contrario, que no es imagen de ningún racional. 

Definimos los siguientes conjuntos: 

   PxBQxS P *)(*|0 0   ,  )(**| 0 xPBQxS P   

 

El conjunto PS  claramente no está vacío, pues PS0 . 

 

El conjunto PS  no está vacío, pues o bien 10 ** BPB , en cuyo caso PS1 , o por el 

Postulado de Arquímedes, existirá un INn  tal que nBPB **0 , y por tanto PSn  . 

 

Puesto que la función   mantiene el orden, todo elemento de PS  será menor que 

cualquier elemento de PS , de lo que se deduce que  PP SS  ,  es una partición de 

Dedekind, por lo que tendrá un punto de corte IRy , que estará entre los dos 

conjuntos. Veamos que Py  )( . 

 

Sea P  la imagen de PS  junto con todos los puntos Q de r tales que R*Q*S para 

ciertos )(, PSQR  . Sea PP AB   . 

Entonces se demuestra que Py  )( . 

 



4.7 Otros axiomas de continuidad. 
 

4.7.1 Definición. El Axioma de Continuidad de Weierstrass. 

Sea ,...,, 321 AAA  una sucesión de puntos colineales y sea B un punto de la recta tales 

que BAA kk ** 1  para todo k. 

Entonces existirá un punto K tal que: 

a) O bien BK  o bien BKAk ** para todo k. 

b) Y además, para cualquier otro punto X de la recta tal que BXAk **  para todo k, se 

cumple que BXKAk ***  para todo k. 

 

4.7.2 Proposición.  

El axioma de Dedekind implica el axioma de Weierstrass. 

 

Demostración. Sea r la recta que contiene a todos los puntos involucrados. 

Definimos los dos conjuntos   y   de la siguiente manera: 

     iAPAirPABAPrP **,1|**| 111   y   r  

Se demuestra que  2**| 1  iPAArP i  

Se demuestra que    ,  es una partición de Dedekind de la recta r. 

Puesto que por hipótesis se cumple el Axioma de Dedekind, tendrá asociada un punto 

de corte al que llamaremos K. 

Se demuestra que K tiene que pertenecer a  , luego o bien es B o bien se cumple 

BKAk ** para todo k, es decir, se cumple la condición a) del axioma de Weierstrass. 

 

Para demostrar el apartado b, supongamos que el punto X cumple BXAk **  para todo 

k. Entonces X debe pertenecer a  , y por tanto BXK ** , pues K no puede estar entre 

dos puntos de  . Luego BXKAk ***  por 2.3.5. 

 

4.7.3 Proposición.  

El axioma de Weierstrass implica el axioma de Arquímedes. 

 

Demostración. 

 

4.7.4 Definición. El Axioma de Cantor. 

Existe al menos un segmento 11BA  tal que, para toda sucesión de segmentos encajados 

11 *** BBAA kk , ,...3,2k  

Existirá un punto K tal que kk BKA **  para todo k. 

 

4.7.5 Proposición.  

El axioma de Weierstrass implica el axioma de Cantor. 

 

Demostración.  

 

4.7.6 Proposición.  

Los axiomas de Arquímedes y de Cantor juntos implican el axioma de Dedekind. 

Demostración.  





5 Medida. 

 
Es posible medir el progreso de las ciencias naturales, o de una rama de la ciencia natural, en función del 

grado en el que el número ha sido introducido. Sin embargo, si la ciencia no quiere caer presa de un 
formalismo estéril (unfruchtbarer Formalismus), entonces deberá reflexionar sobre sí misma en una fase 

posterior de su desarrollo y, por lo menos, examinar cómo se ha logrado la introducción del número.  

Hilbert, 1898. 

 

En el próximo tema estudiaremos el Postulado de la única paralela y sus equivalentes, y 

con ellos llegará el plano euclídeo y la semejanza. Pero este trayecto lo recorreremos 

con vehículos modernos: Supondremos la existencia de IR  y de la posibilidad de medir 

segmentos, ángulos y áreas. Y si podemos medir podemos dividir medidas (pues son 

números), y por tanto definir razones entre segmentos, ángulos o áreas (en realidad 

estamos trabajando con razones de medidas de segmentos, ángulos o áreas). 

 

Pero los griegos no disponían de semejantes modernidades. Los números reales eran 

problemáticos, pues ya los pitagóricos del siglo IV AC habían descubierto las 

magnitudes inconmensurables (es decir, los números irracionales), por lo que tuvieron 

que desarrollar toda una teoría de las magnitudes, que son ―cosas‖ con las que obtener 

razones y proporciones pero evitando los números reales. El Libro 5 de Los Elementos 

está especialmente dedicado al estudio de las ―magnitudes‖. 

 

5.1 Longitud de segmentos. 
 

5.1.1 Definición. Longitud de segmentos.  

Sea 10PPr  una semirrecta en la que fijamos arbitrariamente un punto rP 1 , al que 

llamaremos ―punto unidad‖. 

En el apartado anterior hemos determinado la única biyección   entre los puntos de la 

semirrecta y  ,0 . 

 

Sea ahora un segmento AB  cualquiera. El Axioma C2 nos garantiza que existirá un 

único punto rP  tal que PPAB 0 . Definiremos la longitud del segmento AB  como 

)(1 P : 

)(1 PAB   

 

5.1.2 Proposición. 

a) CDABCDAB   

b) CDABCDAB   

 

Demostración. Son resultados que se deducen directamente de la definición y de las 

propiedades de  . 

a) Sean dos segmentos AB  y CD  y supongamos que PPAB 0  y '0PPCD   para 

ciertos puntos rPP ', . )'()(' 11 PPPPCDAB    

b) CDABPPPPPPCDAB   0)'()()('** 11

0

1

0  

 



5.1.3 Lema. 

Si QPP **0  entonces  )()( 11 PQPQ   . 

 

Demostración. 

Primera parte: El resultado es cierto para puntos enteros: 

Supongamos que nBP   y mBQ  , con mn  . 

mBQ m   )()( 11 ,  nBP n   )()( 11  

)()( 11

0 QPmnPQBBBBPQ mnnm



   

 

Segunda parte: El resultado es cierto para puntos racionales: 

Supongamos que )/( mnP   y )'/'( mnQ  , con '/'/ mnmn  . 

'/')(1 mnQ  ,  mnP /)(1   

)'(*)'(*'''/'/ 0 mnmnPmnmnmnmn   

Aplicando la primera parte,  
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Donde hemos utilizado, sin demostrarla, la propiedad PQkPkQk   

 

Tercera parte: El resultado es cierto para números reales en general: (queda por 

demostrar) 

 

5.1.4 Conclusión. Longitud de segmentos. 

Sea OI  un segmento fijo llamado segmento unidad. Entonces existe una única forma de 

asignar a cada segmento AB  un número real positivo   ,0AB , llamado longitud 

de AB , tal que: 

L1) A*B*C si y sólo si BCABAC  . 

L2) CDAB   si y sólo si CDAB  . 

L3) 1OI . 

Y además, dicha medida cumplirá: 

L4) CDAB   si y sólo si CDAB  . 

L5) Para cada   ,0x , existe un segmento AB  tal que xAB  . 



5.1.5 Definición. Espacio métrico. 

Dado cualquier conjunto S, una métrica en S es una función   ,0: SSd  que 

cumple las siguientes propiedades: 

a) 0),( BAd  y BABAd  0),(  

b) ),(),( ABdBAd   

c) ),(),(),( CBdBAdCAd   

 

Por ejemplo, la función 









BAsi

BAsi
BAd

0

1
),(  es una métrica, llamada "métrica 

discreta". 

 

5.1.6 Proposición. 

Dado un plano   dotado de una longitud de segmentos AB como en 5.1.4, la función  

 

PQQP

d

),(

,0: 
 

Es una métrica en el plano. 



5.2 Amplitud de ángulos. 

 
5.2.1 Definición. Múltiples de un ángulo. 

Dado un ángulo agudo 10OPP , el Axioma C5 garantiza la existencia de una semirrecta 

2OP , con 0P  y 2P  en lados opuestos respecto de 1OP , tal que 2110 OPPOPP  . 

Mediante este procedimiento podemos decir que hemos duplicado el ángulo 10OPP : 

1020 2 OPPOPP   

Puede suceder que 20OPP  sea agudo, recto o obtuso. 

Si el ángulo 20OPP  sigue siendo agudo, podemos repetir el procedimiento anterior con 

el punto 1P : 

Aplicamos el Axioma C5 para obtener una semirrecta 3OP , con 1P  y 3P  en lados 

opuestos respecto de 2OP , tal que 3221 OPPOPP  , y diremos  

1030 3 OPPOPP   

 

Este procedimiento lo podemos continuar realizando mientras vayamos obteniendo 

ángulos agudos. 

 

 
 

Tomemos ahora un ángulo recto 900OPP  y un número entero n. 

Para cada punto 900PPP , OPPn 0  será agudo o no. Definimos 

 agudoesOPPnPPPS 0900 |   

  SPPS 900  

 

Extendemos la partición   SSPP 900  a toda la recta. Sean 

 900PPopS    

 090PPopS    

  y   determinan una partición de la recta 900PP , cumpliendo el Axioma de 

Dedekind, por lo que existirá un único punto P entre   y  . 

 

Así pues, hemos determinado una función 

900: PPIN   

 

Definimos )90(1 P . 

 



 

 
 

5.2.2 Teorema. Amplitud de ángulos. 

Existe una única forma de asignar a cada ángulo  un número real positivo  , llamado 

amplitud de  , tal que: 

A1) Si D es un punto del interior de BAC , DACBADBAC   

A2)    si y sólo si    

A3)   es un ángulo recto si y sólo si 90  

 

Y además, dicha amplitud cumplirá: 

 

A4)    si y sólo si    

A5) 180  para todo ángulo  . 

A6) Si   y   son suplementarios, entonces 180  . 

A7) para cualquier 1800  x  existirá un ángulo   tal que x  

 

Observación: La condición A6 es equivalente a la Proposición Elementos 1.13, que se 

detalla a continuación. 

 

5.2.3 Proposición. (Elementos 1.13) 

Dos ángulos suplementarios equivalen a dos rectos. 

 

Demostración que se encuentra en Elementos I.13: 

Sean tres puntos CBD **  y una semirrecta BA , determinando los ángulos 

suplementarios ABC  y ABD . 

 

 
 

Si ABDABC  , ambos son rectos y el teorema se cumple trivialmente. 

Supongamos pues que ABC  es agudo (En caso contrario ABD  es agudo por 2.4.4) 

Determinamos la semirrecta BE  perpendicular a DC , con E y A colaterales, es decir, 

CBE  y EBD  son dos ángulos rectos. 



Claramente ABECBACBE   luego  

EBDABECBAEBDCBE   

Por otro lado, ABEEBDDBA  , luego  

CBAABEEBDCBADBA   

De lo que deducimos que CBADBAEBDCBE  , es decir, su suma equivale 

a la suma de dos rectos, tal y como queríamos ver. 

 

5.2.4 Teorema. (Elementos 1.17) 

Sea ABC  un triángulo. Entonces 180 CB . 

 

Demostración. Sea D tal que B*C*D (Axioma B2). 

 

 
 

Por el Teorema del Ángulo Exterior (3.7.2) , BACD  , luego BACD   por 

5.2.2A4. Ahora bien, los ángulos ACD  y C  son suplementarios, luego 

180 CACD  por 5.2.2A6, luego CBCACD 180 . 

 

Observación. En Elementos 1.17 se utiliza este mismo argumento, pero en vez de usar 

medida de ángulos se usa la propiedad "dos ángulos suplementarios suman dos rectos". 



5.3 Área de polígonos. 
En la Proposición 1.35 de Los Elementos se habla por primera vez de figuras ―iguales‖ 

no en el sentido de figuras congruentes sino en el de tener el mismo área. Sin embargo, 

Euclides en ningún momento da una definición precisa del concepto de ―área‖. 

 

5.3.1 Definición. Definición axiomática de área. 

Una descomposición de un polígono P es una colección finita de polígonos 

 nPPP ,...,, 21 , cuya unión es P y que sólo se ―tocan‖ (cortan) por los lados. 

Escribiremos 

nPPPP  ...21 . 

 

Asociamos a cada polígono P un número  P , llamado área de P, que cumplirá los 

siguientes axiomas: 

 

Axioma A1. Las figuras congruentes tienen el mismo área: 

Si DEFABC   entonces    DEFABC  . 

En general, si P y Q son dos polígonos congruentes,    QP   

 

Axioma A2. El área no depende de la descomposición del polígono: 

 

Si mn QQPPP  ...... 11  entonces  

         mn QQPPP  ...... 11  

 

Axioma A3. El área es no negativa:   0P  

 

Axioma A4. 

 

Versión 1. El área de un rectángulo es base por altura: 

Si ABCDR   es un rectángulo,   BCABR   

Versión 2. El área de un cuadrado es el cuadrado del lado: 

Si ABCDR   es un cuadrado,  
2

ABR   

Versión 3.  

Sea ABCD  un paralelogramo. Entonces   alturabaseABCD  . 

Versión 4.  

El área de un triángulo de base b y altura h es 2/hb  . 

 

Pero, tomemos la versión que tomemos (todas son equivalentes), el Axioma A4 es 

fuertemente euclídeo, es decir, sólo tiene sentido si se cumple el Axioma de la única 

paralela. En efecto, si nos quedamos con la Versión 1 o la 2, los rectángulos sólo 

existen en el plano euclídeo (esto se verá en 6.5.3). Si nos quedamos con la versión 3, 

suponemos que las alturas de un paralelogramo miden siempre lo mismo, pero esto, 

nuevamente, es una condición euclídea (ver 6.5.7). Finalmente, si nos quedamos con la 

versión 4, suponemos que en los triángulos el producto de una base por su altura 

correspondiente es la misma independientemente de la base que tomemos, y 

nuevamente esto es cierto sólo en el plano euclídeo. En 21.5.2 estudiaremos como 

ejercicio un ejemplo concreto de un triángulo en un plano hiperbólico. 



5.3.2 Teorema.  

La versión 1 y la versión 2 del Axioma 4 son equivalentes. 

 

Demostración. 

Claramente Axioma A4(1)Axioma A4(2), por ser un caso particular. 

Veamos ahora Axioma A4(2)Axioma A4(1): 

Si ABCDR   es un rectángulo de base a y altura b, supongamos ab  . Con cuatro 

rectángulos iguales podemos construir un cuadrado de lado ba  , si añadimos en el 

centro un cuadrado de lado ab  . 

 

 
 

El área del cuadrado grande será, por Axioma A4(2), 2)( ba  , 

El área del cuadrado pequeño central será, igualmente por Axioma A4(2), 2)( ab , 

 

 
     ABCDabABCDababABCDab

abbaABCDabba

abABCDba







44242
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5.3.3 Teorema.  

La versión 1 implica la versión 3 del Axioma 4. 

 

Demostración. Sea ABCD  un paralelogramo. Si ABCD  es un rectángulo, basta aplicar 

el Axioma A4(1). Supongamos que no lo sea. Entonces dos ángulos opuestos del 

paralelogramo serán agudos y los otros dos ángulos opuestos serán obtusos. 

Supongamos que DAB  es agudo.  

Trazamos AE  perpendicular a CD  por A y BF  perpendicular a CD  por B. 

 

 
 

FCBEDA   (5.3.5) y CFBDEA   pues ambos son rectos (3.5.3), luego 

FBCEAD   y por lo tanto ( BCAD   por ser un paralelogramo) tenemos 

FCBEDA   (Criterio ASA) y por tanto    FCBEDA   (Axioma A2). 

Ahora             hbABFEADEABFDBCFABFDABCD   

 



5.3.4 Teorema. 

La versión 3 implica la versión 4 del Axioma 4. 

 

Demostración. Sea un triángulo ABC . Fijamos como base el lado AB  y sea h su 

altura correspondiente. Trazamos la paralela a AB  por C y la paralela a AC  por B. Sea 

D su punto de intersección.  

 

 
 

El cuadrilátero ABCD  será un paralelogramo, y claramente   hABABCD   (5.3.9). 

Puesto que CDAABC  (6.1.2b),    CDAABC   (Axioma A2). 

Luego          
2

2
hAB

ABCABCCDAABCABCDhAB


  



5.4 Tijeras-congruencia de polígonos. 
 

Recordemos la descomposición de polígonos introducida en 5.3.1. El objetivo de este 

apartado será demostrar el teorema Bolyai-Gerwien de 1833, que afirma que dos 

polígonos con el mismo área son tijeras-congruentes. 

 

5.4.1 Proposición. 

Todo polígono se puede descomponer en triángulos (de hecho, en triángulos agudos). 

 

Demostración. Tomamos un polígono P y fijamos una recta m que no sea paralela a 

ninguno de los lados. Trazando paralelas a m por los vértices el polígono quedará 

descompuesto en triángulos y trapecios. 

 
 

Y todo trapecio se descompone en dos triángulos trazando su diagonal: 

 
 

5.4.2 Definición. Polígonos tijeras-congruentes. 

Diremos que dos polígonos P y Q son tijeras-congruentes si existen sendas 

descomposiciones nPPPP  ...21  y nQQQQ  ...21  con el mismo número de 

elementos y tales que ii QP   para todo ni 1 . 

Es decir, cuando podamos descomponer los dos polígonos en la misma cantidad de  

―piezas‖ congruentes dos a dos, en cuyo caso escribiremos  

Q~P  

 

Un ejemplo bonito de este concepto lo encontramos en las piezas del Tangram: 

 

 
 

Todas estas figuras poligonales son tijeras-congruentes 

 



5.4.3 Proposición. 

Dos polígonos tijeras-congruentes tienen la misma área. 

   QPP Q~  

 

Observación.  

El recíproco también es cierto. Se conoce como Teorema Bolyai-Gerwien (1833): Dos 

polígonos con la misma área son tijeras-congruentes. 

 

Demostración. Basta aplicar los axiomas A1 y A2 definidos en 5.3.1. 

 

5.4.4 Proposición. 

La tijeras-congruencia es una relación de equivalencia entre polígonos. 

 

Demostración. 

Las propiedades reflexiva y simétrica se cumplen claramente. Veamos la transitiva. 

Si Q~P  entonces nPPPP  ...21 , nQQQQ  ...21   con iQP ii  . 

Si R~Q  entonces ''

2

'

1 ... mQQQQ  , mRRRR  ...21   con iRQ ii ' . 

El problema es que no necesariamente se cumple mn  . Pero tomando todas las 

intersecciones ji QQ '  con ni 1  y mj 1 , podemos llegar a desmontar P y R en 

piezas congruentes. 

 

5.4.5 Proposición. 

Todo triángulo es tijeras-congruente con un paralelogramo que tiene la misma base y la 

mitad de su altura. 

 

Demostración. Sea el triángulo ABC . Sea D el punto medio del segmento AC  y E el 

punto medio del segmento BC . La recta DE  será paralela a AB . Sea F el punto de 

)(EDop  tal que EFDE  . Claramente EBFECD   (Criterio SAS) y por tanto 

   ABFDABC  . 

 

 
 

5.4.6 Corolario. 

Dos triángulos con igual base y altura son tijeras-congruentes. 

 

Demostración. Ambos serán tijeras-congruentes con un mismo paralelogramo, y por lo 

tanto basta aplicar la propiedad transitiva de la tijera-congruencia. 

 

5.4.7 Corolario. 

Dos triángulos rectángulos con igual área son tijeras-congruentes. 

 

Demostración. Sean el triángulo ABC  rectángulo en A, y el triángulo DEF  

rectángulo en D. 



Supongamos que ABDE  . Puesto que tienen la misma área, entonces ACDF  . 

Superponemos ambos obteniendo la siguiente figura: 

 

 

   

AB

AE

AF

AC

AFAEACAB
AFAEACAB

AEFABC
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Por lo tanto, los triángulos ABF  y AEC  son semejantes (Criterio SAS de 

semejanza). 

Luego BF  y  CE  son paralelas (8.3.6). 

Ahora, aplicando el corolario anterior, los triángulos FBC  y FBE  serán tijeras-

congruentes, pues comparten ambos base y altura. 

 
 

Finalmente, y utilizando las propiedades básicas de la tijera-congruencia, 

ABCFBCABFBEFABFAEF  ~  

 

5.4.8 Proposición. 

Todo paralelogramo es tijeras-congruente como un rectángulo con la misma base y la 

misma altura. 

 

Demostración. Sea el rectángulo ABCD  y el paralelogramo ABEF , con la misma 

altura. Supongamos que DCDF  : 

 
 

Entonces CEDCDEABDEFEDEDF   y por tanto los triángulos 

rectángulos ADF  y BCE  son congruentes. 

ABEFBCEABCFADFABCFABCD  ~  

 

Consideremos ahora el caso DCDF  : 



Trazamos la diagonal BF  del paralelogramo: 

 

Determinamos el punto 1F  en )(FEop  tal que 1FFFE  . 

 

 
 

El paralelogramo ABEF  será tijeras-congruente con el nuevo paralelogramo 1ABFF . 

Repitiendo este proceso tantas veces como sea necesario (exactamente  DCDFn /  ) , 

llegaremos a un punto nF  tal que DCDFn   y podemos aplicar la primera parte de 

esta demostración. 

 

5.4.9 Proposición. 

Dos rectángulos con el mismo área son tijeras-congruentes. 

 

Demostración. Sean los rectángulos ABCD  y AEFG  con el mismo área, que los vamos 

a suponer superpuestos el uno sobre el otro. Trazamos los segmentos DE  y GB , y los 

puntos de intersección indicados para obtener la figura siguiente: 

 

 

   
AB

AE

AG

AD
AGAEADABAEFGABCD   

Luego los triángulos ABG  y AED  son semejantes por el criterio SAS de semejanza. 

Por lo tanto, por 8.3.7, DEGB // . 

Luego DGBJ  es un paralelogramo, y por lo tanto BJDG  , de lo que se deduce que 

AGJC  . 

De la misma forma BEHG  es un paralelogramo, y por lo tanto BEGH   y en 

consecuencia ABHF  . 

De todo esto deducimos que BEJGHD   y HFEDCJ  . 



Moviendo las polígonos GHD  a BEJ  y DCJ  a HFE  vemos que ABCD  y 

AEFG  son tijeras-congruentes. 

 

Observación: El razonamiento anterior no sirve si ABAE 2 : 

 

 
 

Pero todo rectángulo de altura a y base b es claramente tijeras-congruente con un 

rectángulo de base b/2 y altura 2a, basta con cortarlo por la mitad, luego en el caso  

ABAE 2  podemos cortar el rectángulo AEFG  tantas veces como haga falta hasta 

garantizar que ABAEAB 2 . 

 

5.4.10 Corolario. 

Todo rectángulo es tijeras-congruente con un rectángulo de base 1 y altura igual a su 

área. 

 

Demostración. Dado un rectángulo ABCD , con área   BCABABCDa  , tomamos 

un rectángulo de base 1 y altura a, que claramente tendrá la misma área que el primero. 

Por la proposición anterior, serán tijeras-congruentes. 

 

5.4.11 Corolario. 

Todo polígono es tijeras-congruente con un rectángulo de lado 1 y altura igual a su área. 

 

Demostración. Todo polígono se puede descomponer en triángulos (5.4.1). Cada 

triángulo es tijeras-congruente con un paralelogramo (5.4.5) y todo paralelogramo es 

tijeras-congruente con un rectángulo (5.4.8). Finalmente, todo rectángulo es tijeras-

congruente con un rectángulo de base 1 y altura igual a su área (5.4.10). Con todo esto 

deducimos que un polígono es tijeras-congruente con un rectángulo de base 1 y altura 

igual a su área. 

 

5.4.12 Corolario. Bolyai-Gerwien (1833). 

Dos polígonos con el mismo área son tijeras-congruentes. 

 

Demostración. Por el corolario anterior, ambos serán tijeras-congruentes con un mismo 

rectángulo de lado 1 y altura el área común.  

 



5.4.13 Nota histórica. El tercer problema de Hilbert. 

Todo el desarrollo anterior para polígonos se puede hacer en el espacio para poliedros. 

Diremos que dos poliedros son tijeras-congruentes cuando se puedan ―descomponer‖ en 

el mismo número de poliedros iguales. Claramente, si dos poliedros son tijeras-

congruentes, tendrán el mismo volumen, ¿pero dos poliedros con el mismo volumen 

serán tijeras congruentes, como pasa en el plano con el área?  

Hilbert, en su célebre conferencia del Congreso Internacional de Matemáticas de París 

del 1902, propuso 23 problemas abiertos para resolver en el siglo XX. El tercer 

problema fue precisamente este. Hilbert ya dejó claro en su momento que esperaba una 

solución negativa, pero fue el matemático Max Dehn quién en 1902 demostró que un 

tetraedro regular y un cubo con igual volumen no son tijeras-congruentes, introduciendo 

el ―invariante de Dehn‖. 

 

                    
 

5.4.14 Nota histórica. Max Dehn. 

Max Dehn fue uno de los más destacados alumnos de Hilbert. Nacido en Hamburg en 

1878, recibió su doctorado en Göttinger a la edad de 21 años bajo la supervisión del 

propio Hilbert con la disertación Die Legendre’schen Satze über die Winkelsumme im 

Dreieck sobre los fundamentos de la geometría. Debido a su condición de judío, en 

1941 se vio forzado a emigrar desde Noruega a los Estados Unidos cruzando toda la 

Unión Soviética en el Transiberiano y después en barco hasta Japón. Murió en 1952 en 

Black Mountain, Carolina del Norte. 

 

5.4.15 Nota histórica. La paradoja Banach–Tarski. 

En 1924, Stefan Banach y Alfred Tarski demostraron que es posible tomar una esfera 

sólida, desmontarla en un número finito de piezas y volverlas a montar obteniendo dos 

esferas idénticas a la primera.  

Este resultado se suele presentar como ―paradoja‖ porque contradice nuestra intuición 

geométrica. 

 



5.5 El Libro 5 de Los Elementos. 
 

5.5.1 Introducción histórica. 

Se considera el Libro 5 de los Elementos de Euclides como el primer libro de 

matemática abstracta de la Historia. Este libro está dedicado por completo a un concepto 

llamado "magnitud", que da lugar a una relación entre dos magnitudes llamada "razón" 

y a su vez a una relación entre cuatro magnitudes (o entre dos razones) llamada  

"proporcionalidad". 

La proporcionalidad es fundamental en el estudio de las figuras semejantes, que será el 

objeto de estudio del Libro 6, y en general para toda la matemática griega. 

 

Todos estos conceptos: magnitudes, razones, proporcionalidad y semejanza se 

simplifican de una manera radical cuando disponemos de los números reales y de las 

medidas de longitud de segmentos, amplitud de ángulos y área de polígonos tal y como 

se han definido en las secciones anteriores. Desgraciadamente (o afortunadamente, 

según como se mire) los griegos del siglo III a.C. utilizaban estos conceptos de una 

manera intuitiva, y así queda reflejado en Los Elementos. 

 

Además, unos siglos antes, alrededor del V a.C. los pitagóricos, que amaban los 

números por encima de todas las cosas, hicieron un admirable y sorprendente 

descubrimiento: la diagonal y el lado de cualquier cuadrado son inconmensurables, esto 

es, no existe un segmento que esté contenido un número exacto de veces tanto en el lado 

como en la diagonal de un cuadrado. Este descubrimiento tiró por tierra todo su 

proyecto de fundamentar las matemáticas (y la vida entera) en los números racionales. 

Tuvieron que pasar más de 2000 años hasta que se desarrollaron las técnicas numéricas 

que permitieron manejar estas razones, gracias a matemáticos como Dedekind. Así 

pues, en los Elementos de Euclides se evita a toda costa "dividir segmentos", pues 

se es perfectamente consciente de que no siempre es posible hacerlo. 

 

Aristóteles habló en sus obras con frecuencia sobre la inconmensurabilidad del lado y la 

diagonal del cuadrado.  Por ejemplo, en la Metafísica (983 a, 12-20) dice Aristóteles: 

 
"Todos comienzan, de hecho, maravillándose de que una cosa pueda ser en un cierto modo, 

como los trucos de un malabarista, o sobre los movimientos del Sol, o sobre la 

inconmensurabilidad de la diagonal respecto al lado en un cuadrado. Maravilloso resulta, 

ciertamente, que no exista algo pequeñísimo como unidad de medida común, pero cuando se ha 

entendido, lo que realmente maravillaría a un matemático es que la diagonal fuese 

conmensurable con el lado".  

 

Las magnitudes serían todos aquellos conceptos, matemáticos o no, susceptibles de ser 

"medidos", es decir, a los que podemos asignar un número positivo que con las 

propiedades de las longitudes: 

 

 i) Los números enteros positivos IN. 

 ii)  Los números racionales positivos Q . 

 iii)  Los números reales positivos IR . 

 iv)  Los segmentos. 

 v)  Las áreas. 

 vi)  Los volúmenes. 

 viii)  Las notas musicales. 

 



5.5.2 El concepto de magnitud en el Libro 5. 

 

Vocabulario. Magnitud. 

 

Μεγέθη : Magnitud.  

 

Definición. Magnitud divisora de otra. (Elementos, definición 5.1) 

 
Μέρος ἐζηὶ μέγεθος μεγέθοσς ηὸ ἔλαζζον ηοῦ μείζονος, ὅηαν καηαμεηρῇ ηὸ μεῖζον. 

 
Una magnitud es una parte de otra magnitud, la menor a la mayor, cuando mida a la mayor. 

 

En lenguaje moderno: Diremos que  es "parte de"   cuando   n  

 

Definición. Magnitud múltiple de otra (Elementos, definición 5.2) 

 
Πολλαπλάζιον δὲ ηὸ μεῖζον ηοῦ ἐλάηηονος, ὅηαν καηαμεηρῆηαι ὑπὸ ηοῦ ἐλάηηονος 

 
Y la mayor será múltiple de la menor cuando venga medida por ésta. 

 

En lenguaje moderno: Diremos que   es "múltiple de"   cuando   n  

 

Definición. Magnitudes con razón (Elementos, definición 5.4) 

 
Λόγον ἔτειν πρὸς ἄλληλα μεγέθη λέγεηαι, ἃ δύναηαι πολλαπλαζιαζόμενα ἀλλήλων ὑπερέτειν 

 
Diremos que dos magnitudes ―están en razón‖ cuando, siendo multiplicadas convenientemente, cada una 

exceda a la otra. 

 

En lenguaje moderno:  Diremos que a y b están en razón cuando existan n y m tales que 

ban   y abm  . 

 

5.5.3 El concepto de razón en el Libro 5. 

 

Λόγος ἐζηὶ δύο μεγεθῶν ὁμογενῶν ἡ καηὰ πηλικόηηηά ποια ζτέζις. 
Una razón es un cierto tipo de relación con respecto al tamaño de dos magnitudes homogéneas. 
 

En notación moderna escribimos  :  

 

Observamos que Euclides excluye cualquier tipo de razón entre magnitudes que no sean 

de la misma especie, por ejemplo no son aceptables la razón entre un área y una 

longitud o entre un volumen y un área. 

 

Las razones pueden ser entre magnitudes conmensurables y también entre magnitudes 

inconmensurables. Por ejemplo, la razón entre la diagonal de un cuadrado y su lado: 

 

La razón DCAC :  sería el equivalente al moderno número real 2 . 



Definición. Orden entre dos razones (Elementos Definición 5.7) 

 

῞Οηαν δὲ ηῶν ἰζάκις πολλαπλαζίων ηὸ μὲν ηοῦ πρώηοσ πολλαπλάζιον ὑπερέτῃ 
ηοῦ ηοῦ δεσηέροσ πολλαπλαζίοσ, ηὸ δὲ ηοῦ ηρίηοσ πολλαπλάζιον μὴ ὑπερέτῃ 
ηοῦ ηοῦ ηεηάρηοσ πολλαπλαζίοσ, ηόηε ηὸ πρῶηον πρὸς ηὸ δεύηερον μείζονα 
λόγον ἔτειν λέγεηαι, ἤπερ ηὸ ηρίηον πρὸς ηὸ ηέηαρηον. 
 
Y cuando para ciertos equimúltiples de la primera y tercera y equimúltiples de la segunda y cuarta 

magnitudes, el múltiple de la primera sea mayor que el múltiple de la segunda, y el múltiple de la tercera 

no sea mayor que el múltiple de la cuarta, entonces diremos que la primera magnitud a la segunda tiene 

mayor razón que la tercera a la cuarta. 

 

En notación moderna: 

DmCnBmAnINmnDCBA  |,::  

 

Es decir, en un contexto moderno de números reales, diríamos que un número real es 

menor que otro cuando podemos encontrar un racional que los separa. 

 

5.5.4 El concepto de proporcionalidad en el Libro 5. 

 

᾿Εν ηῷ αὐηῷ λόγῳ μεγέθη λέγεηαι εἶναι πρῶηον πρὸς δεύηερον καὶ ηρίηον πρὸς 
ηέηαρηον, ὅηαν ηὰ ηοῦ πρώηοσ καί ηρίηοσ ἰζάκις πολλαπλάζια ηῶν ηοῦ 
δεσηέροσ  καὶ ηεηάρηοσ ἰζάκις πολλαπλαζίων καθ᾿ ὁποιονοῦν 
πολλαπλαζιαζμὸν ἑκάηερον ἑκαηέροσ ἢ ἅμα ὑπερέτῃ ἢ ἅμα ἴζα ᾖ ἢ ἅμα 
ἐλλείπῇ ληθθένηα καηάλληλα. 
 
Diremos que (cuatro) magnitudes están en la misma razón, la primera a la segunda y la tercera a la cuarta, 

cuando equimúltiples de la primera y la tercera sean mayores, iguales o menores que equimúltiples de la 

segunda y la cuarta, respectivamente, tomados en el orden correspondiente. 

 

Τὰ δὲ ηὸν αὐηὸν ἔτονηα λόγον μεγέθη ἀνάλογον καλείζθω. 
 

Y magnitudes que están en la misma razón se llamarán proporcionales. 
 

















DmCnBmAn

DmCnBmAn

DmCnBmAn

INmnDCBA ,,::::  

 

Nota histórica: El símbolo ―::‖ fue introducido por William Oughtred en el siglo XVII. 

 

 

Euclides evita utilizar la expresión "igualdad entre dos razones", y no utiliza la palabra 

"igual" σος  cuando se refiere a razones, y utiliza "estar en razón ", "tener la misma 

razón" o "formar una razón":    Εν ηῷ αὐηῷ λόγῳ 
 



5.5.5 Algunos resultados del Libro 5 de Los Elementos de Euclides. 

 

Proposición. (Elementos 5.1) 

 ......   nnnn  

 

Proposición. (Elementos 5.2) 
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La demostración sigue el siguiente esquema: 
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Proposición. (Elementos 5.8) 

a) CBCABA ::   

b) BCACBA ::   

 

Demostración. 

Puesto que BA  existe BA  

Sea 1m tal que )(1 BAmC   

Sea 2m  tal que BmC  2  

El número ),max( 21 mmm   satisface )( BAmC   y BmC   

Sea n tal que CnBmCn  )1(  

Entonces se cumple  

 AmCnBAmBmCCn
BAmC

BmCn









)()1(

)(

)1(
 

 

Por lo tanto, para estos m y n, se cumple AmCn   y CnBm  , por lo que 

CBCA ::  . 

 

Proposición. (Elementos 5.9) 

a) BACBCA  ::  

b) BABCAC  ::  

 

Proposición. (Elementos 5.10) 

 a) BACBCA  ::  

 b) ABBCAC  ::  

 

 



Teorema. 

















DCBA

DCBA

DCBA

DCBA ::::  

 

Demostración. 

Podemos considerar este teorema como un caso particular de la definición de 

magnitudes proporcionales al considerar el caso 1 mn . Por ejemplo: 

 

DCDCBABA  1111  

 

 

Teorema. 

CDABDCBA ::::::::  . 

 

Demostración.  

Supongamos que DCBA :::: . 

Queremos demostrar que CDAB :::: .  

Para ello tomamos equimúltiplos Bn   y Am   de B y A respectivamente. 

Veamos que  CmDnAmBn  : 

Si AmBn   entonces BnAm   y aplicando la hipótesis DCBA ::::  deducimos 

DnCm  . 

Pero entonces CmDn  , tal y como queríamos ver. 

Las otras dos condiciones se demuestran de forma similar. 

 

Teorema. 

Si DCBA :::: , entonces DnCBnA   

 

Demostración. 

Se puede considerar como un caso particular de la propia definición V: 

DnCDnCBnABnA  11 . 

 

Teorema. (Elementos 5.7) 

Sean A, B y C tres magnitudes cualesquiera. 

Si BA   entonces CBCA ::::  y BCAC :::: . 

 

Demostración. 

Veamos que CBCA :::: . 

Supongamos que CmAn   

BnAnBA   y por lo tanto CmBn  , con lo que demostramos la condición 

5.1. 

 



Teorema. (Elementos 5.11) 

FEBA
FEDC

DCBA
::::

::::

::::






 

 

Demostración. 

 

Sean BmAn   

Entonces, por cumplirse DCBA ::::  tendremos DmCn  ,  

y por cumplirse FEDC ::::  tendremos FmEn  , 

y por tanto se cumplirá la "Condición 5.1" 

 

Teorema. (Elementos 5.12) 

 

...)(::...)(:::...:::::::  FDBECABAFEDCBA  

 

Demostración. 

 

Teorema. Elementos 5.13 

 

FEBA
FEDC

DCBA
::

::

::::







 

 

Demostración. 

FmEnDmCnmnFEDC  |,::  

Pero si DCBA ::::  entonces BmAnDmCn   

Y por tanto se cumple la condición de FEBA ::  . 

 

 



5.5.6 Tabla. Esquema de las proposiciones del Libro 5. 

 

5.1   banbnan   

 

5.2 amnaman  )(  

 

5.3   amnamn  )(  

 

5.4 
dncmbnam

dcba





::::

:::::
 

 

5.5  )( banbnan   

 

5.6  amnaman  )(  

 

5.7 





bcac

cbca
ba

::::

::::
 

 

5.8 









bcac

cbca
ba

::

::
 

 

5.9 bacbca ::::  

 babcac ::::  

 

5.10  bacbca  ::  

abbcac  ::  

 

5.11 feba
fedc

dcba
::::

::::

::::






 

 

5.12 
...)'''(::...)(

...::':::':::':





cbacba

ccbbaa
 

 

5.13 feba
fedc

dcba
::

::

::::







 

 

5.14 
 dbba

dcba





,,,,

::::
 

 

5.15 bnanba  ::::  

 

5.16  dbcadcba ::::::::   

 

5.17 
ddcbba

dcba

:)(:::)(

::::




 

 

5.18 
ddcbba

dcba

:)(:::)(

::::




 

 

5.19 
badbca

dcba

:::)(:)(

::::




 

 

5.20 fdca
fecb

edba
::::

::::

::::






 

 

5.21 

 fdca

edcb

feba








,,,,

::::

::::

 

 

5.22 heda

hgdc

gfcb

feba

::::

::::

::::

::::










 

 

5.23 fdca
edcb

feba
::::

::::

::::






 

 

5.24 

fedcba

fecb

fdca

:)(:::)(

::::

::::








 

 

5.25 

cbda

a

dcba







demás los quemayor 

::::

 

 

 

 
Fuente: E.C. Zeeman 

 

 

 



Observación final. El inconveniente de trabajar con medidas sin signo. 

Una geometría con medidas sin signo, como la que se ha planteando en este tema, tiene 

el inconveniente de que debemos garantizar siempre la posición de los puntos en las 

rectas, puesto que la condición L1 de 5.1.4: BCABAC   solo se cumple si 

CBA ** , y no se puede aplicar si, por ejemplo, BCA ** . Esto puede ser realmente 

engorroso cuando resolvemos problemas geométricos complicados, y se puede evitar si 

se utilizaran medidas con signo (longitud, ángulo y área positivas y negativas). En este 

caso la igualdad BCABAC   funciona siempre, independientemente de la posición 

de B respecto a los puntos A y C.  

El siguiente "pseudoteorema" es un ejemplo de cómo un razonamiento poco 

escrupuloso en este sentido puede dar lugar a un resultado absurdo. 

 

Pseudoteorema. "Todo triángulo es isósceles". 

 

Pseudodemostración. Sea ABC  un triángulo cualquiera. Sea D el punto de corte 

entre la bisectriz interna por el vértice A y la mediatriz del lado opuesto BC . 

Trazamos por D las perpendiculares a los lados AB, AC y BC, cuyos puntos de corte 

serán E, F y G, respectivamente. 

 

Los triángulos ADF  y ADE  son semejantes por el criterio AA. 

Puesto que, además, comparten el lado AD, serán congruentes, y por tanto AEAF   y 

DEFD  . 

Puesto que G es el punto medio de BC , GBCG  , luego los triángulos rectángulos 

CGD  y BGD  son congruentes, por el critero SAS, de donde deducimos que 

BDCD  . 

Puesto que DEFD   y BDCD  , los triángulos rectángulos FDC y EDB  serán 

congruentes (Criterio HL, 3.8.7), y por tanto EBFC  . 

Finalmente, ABEBAEFCAFAC  , y el triángulo es isósceles  (!!!). 

 

 
El error del planteamiento anterior está en suponer que el punto D está en el interior del 

triángulo (esquema de la izquierda), y que, por tanto, los puntos E y F pertenecen al 

interior de los segmentos AC  y AB , lo que justificaría que se cumplen  

FCAFAC   y EBAEAB   al mismo tiempo, cosa que no es cierto. 

Si utilizáramos longitudes con signo, entonces AEAF   pero EBFC  . 





6 Las condiciones euclídeas. 

 
“Por amor de Dios, te lo ruego, olvídalo. Témelo como a las pasiones sensuales, 

porque lo mismo que ellas, puede llegar a absorber todo tu tiempo y privarte de tu 

salud, de la paz de espíritu y de la felicidad en la vida.”  

Carta de Farkas Bolyai a su hijo Janos, al saber que estaba trabajando en el quinto 

postulado de Euclides. 

 

En este capítulo vamos a trabajar sobre un plano neutral, es decir, un plano de Hilbert 

en el que se cumple el Axioma de Dedekind (4.2.5) y, además, disponemos de las 

medidas de segmentos, ángulos y áreas del Tema 5. Veremos que en un plano neutral el 

Postulado de la única paralela adquiere múltiples y variadas formas, todas ellas 

equivalentes, que llamaremos "condiciones euclídeas". 

 

Introducción histórica. 

Se otorga a Carl Frederick Gauss (1777–1855) el honor de ser el primero en 

considerar seriamente la existencia de geometrías que cumplieran todos los axiomas de 

los Elementos pero no el Postulado de Euclides. 

 

 
 

Por la correspondencia de Gauss con otros matemáticos de su época se sabe que  

consideró la existencia de geometrías no euclídeas desde 1792, y que en 1816 estaba 

convencido de la imposibilidad de demostrar el postulado de Euclides, pero jamás 

publicó sus resultados por el prejuicio que existía en su época contra cualquier idea 

contraria a la euclídea, honor que se llevaron Bolyai y Lobachevsky. 

 

Janos Bolyai (1802–1860) fue un oficial húngaro del ejército austríaco, hijo de Farkas  

Bolyai, un profesor de matemáticas y amigo de Gauss. Escribió un trabajo sobre 

geometría no euclídea que fue incorporado como apéndice (y por ello se le ha dado en 

llamar el ―Appendix‖) en un manual de matemáticas que había escrito su padre. Este 

trabajo llegó a las manos de Gauss, que desde el primer momento lo consideró como la 

obra de un genio. Aunque dejó un legado de más de 14000 manuscritos, este fue el 

único trabajo matemático publicado por Janos. 

 

Nicolai Lobachevsky (1793–1856) fue un profesor de matemáticas ruso de la 

Universidad de Kasan. En 1826 (según el calendario ruso antiguo), en una charla para la 

Sección Físico-Matemática de su universidad, describió una geometría en la que era 

posible trazar dos paralelas diferentes a una recta dada por un punto externo a esta. No 

se conserva el manuscrito de esta lectura, pero en 1829-30 Lobachevsky publicó ―Sobre 

los principios de la Geometría‖ en la que aparecen sus principios para una geometría no 

euclídea. Durante la década 1830-1840 publicó otros cuatro trabajos sobre geometría. 

Lobachevsky murió en 1856 sin que sus méritos hubieran sido reconocidos. 

 

 



 

El primer modelo de geometría hiperbólica (un caso particular de geometría no 

euclídea) se debe a Eugenio Beltrami (1835–1900).  

 

En 1868 Beltrami publicó el trabajo ―Sobre la Interpretación de la Geometría no 

euclídea‖ en la que describe una superficie dentro de un espacio euclídeo llamada 

pseudoesfera en la que no se cumple el Axioma de Paralelismo. 

 

 
 

El descubrimiento de este primer modelo de plano hiperbólico convenció por fin a la 

comunidad matemática de que la geometría no euclídea era consistente y por tanto real, 

no una mera especulación filosófica. 

 

En el capítulo 22 de este libro serán expuestos el ―Disco de Poincaré‖ y el ―Semiplano 

de Poincaré‖ como modelos de planos hiperbólicos. 
 

                     
 

        Bolyai                 Lobachevsky                 Beltrami  

 

A partir de ahora vamos a trabajar siempre con planos neutrales: Planos de Hilbert en 

los que se cumple el Axioma de Dedekind y en los que, además, disponemos de las 

herramientas de medida introducidas en el Tema 5: Longitud de segmentos, amplitud de 

ángulos y área de polígonos.  

 

Existe otro nombre para esta geometría, propuesto por J. Bolyai, ―geometría absoluta‖ 

(absolute geometry). En este libro utilizaremos la propuesta por W.Prenowitz y 

M.Jordan (1965), ―geometría neutral‖ (neutral geometry), remarcando que esta 

geometría se mantiene ―neutral‖ respecto del último axioma, el de paralelismo. Este 

axioma fue propuesto por J.W.R. Dedekind en 1871. 

 



6.1 Suma angular y defecto de triángulos. 
 

6.1.1 Definición. Suma angular de un triángulo. Defecto de un triángulo. 

Si ABC es un triángulo, definimos su suma angular por  

 

|||||| CBAABC   

 

y definimos el defecto del triángulo por  

 

||||||180180 CBAABCABC    

 

El objetivo de este apartado es demostrar el Teorema Saccheri-Legendre: Siempre se 

cumple 0ABC , es decir, 180ABC . 

 

6.1.2 Proposición. 

Sea ABC un triángulo y D un punto tal que A*D*C. Entonces DBCABDABC   . 

 

Demostración. 

 
 

Sabemos que D está en el interior de ABC  por 2.4.6, luego  

DBCABDBDBCABDB  . 

ADB  y CDB  son suplementarios, luego 180 BDCBDA . 

Por lo tanto 

   
ABDCBACBA

CBDCBDADBCABDA

DBCBDCCBDAABDABDCABD











180180180180

180180

180180

 

 

6.1.3 Lema. 

Sea ABC un triángulo en el cual  || A . Entonces existe otro triángulo XYZ para 

el cual XYZABC    y con un ángulo con amplitud no superior a 2 . 

 

Demostración. Sea M el punto medio de BC . 

Sea D un punto tal que A*M*D y MDAM  . 

 
 



Sean CAM1 , MAB2 , ABC , ACB . Claramente 

21  A . 

DMCAMB   aplicando SAS (2.1.10) pues MDAM  , MBCM   y 

CMDAMB  . Luego 2 MABCDM  y MCD . 

 

Ahora calculamos la suma angular: 

ADCCBAABC   21  

 

Teniendo en cuenta que 2/21   i para 1i  o 2i . 

Si 2/1    entonces 2/|| 1  ADC es uno de los ángulos del triángulo ADC . 

Si 2/2    entonces también se cumple para uno de los ángulos de este triángulo.  

En todo caso el triángulo ADC  cumple las condiciones requeridas. 

 

Nota: M.Dehn demostró que este teorema exige el Axioma de Continuidad. 

 

6.1.4 Corolario. 

Sea ABC un triángulo en el cual  || A . Sea k un entero positivo. Entonces existe 

otro triángulo XYZ para el cual XYZABC   y con un ángulo con amplitud no 

superior a 
k2


. 

 

Demostración. Basta aplicar el lema 6.1.3 k veces. 

 

6.1.5 Lema. 

Supongamos que para cierto triángulo ABC  se cumple 0ABC , y sea 

0 ABC . Entonces todo ángulo de ABC  tiene una amplitud  . 

 

Demostración. Supongamos que A . Sabemos que 180 CB  por 5.2.4. 

Luego 

 








ABCCBA

CBACBA

180

180180
 

absurdo. 

 

6.1.6 Teorema. El teorema Saccheri-Legendre. 

En todo triángulo ABC  se cumple 0ABC , es decir 180 CBA  

 

Demostración. Sea ABC  un triángulo para el cual  ABC , con 0 . 

Sea A .  

La sucesión 








k2


 tiende a 0, luego existirá un k tal que 




k2
. 

Por el lema 6.1.4 existirá un triángulo XYZ para el cual XYZABC    y con un 

ángulo, pongamos que sea X, cumpliendo 



k

X
2

, contradiciendo el lema 

anterior 6.1.5. 



 

6.1.7 Corolario. 

Sea ABC un triángulo y D un punto tal que A*D*C. Entonces  

00  DBCABDABC  . 

 
 

Demostración. Basta aplicar la proposición 6.1.2, DBCABDABC   , y tener en 

cuenta que los tres valores son positivos. 

 



6.2 Suma angular y defecto de cuadriláteros. 
 

6.2.1 Definición. Suma angular y defecto de un cuadrilátero. 

Definimos la suma angular del cuadrilátero ABCD  por  

|||||||| DCBAABCD   

 

Definimos el defecto del cuadrilátero por  

||||||||360360 DCBAABCDABCD    

 

6.2.2 Proposición.  

Si ABCD  es un cuadrilátero convexo, entonces ADCABCABCD    y 

ADCABCABCD   . Además 360ABCD  y 0ABCD  

 

Demostración.  Si ABCD  es un cuadrilátero convexo, entonces C está en el interior de 

A  y A está en el interior de C  por definición. 

Luego CADBACA  , y ACDACBC   por 5.2.2A1. 

ADCABCDACDCADACBBBAC

DCBAABCD









||||

||||||||
 

 

ADCABCADCABC

ADCABCABCDABCD









180180

360360
 

 

Aplicando el teorema Saccheri-Legendre (6.1.6), tenemos que el defecto de un 

cuadrilátero convexo es suma de dos cantidades no negativas, luego tampoco será 

negativa, y la suma angular será siempre menor o igual a 360. 

 

6.2.3 Definición. Rectángulo. 

Un rectángulo es un cuadrilátero cuyos cuatro ángulos son rectos. 

 

Observación: No suponemos en ningún momento que los rectángulos existan, sólo nos 

limitaremos a estudiar las propiedades que tendrían los rectángulos en el caso de existir. 

Se verá más adelante que los rectángulos existen en un plano euclídeo pero no en un 

plano hiperbólico. 

 

6.2.4 Lema.  

Todos los rectángulos son paralelogramos, y por tanto cuadriláteros convexos. 

 

Demostración. Aplicando el Teorema de los ángulos internos alternos (3.6.2), vemos 

que todo rectángulo es un paralelogramo, y por 2.9.12 todo paralelogramo es convexo. 

 

6.2.5 Proposición.  

Si ABCD  es un rectángulo, entonces 0ABCD . 

 

Demostración. Los ángulos rectos miden 90, luego  

0904360||||||||360  DCBAABCD  

 

 

 

 



6.2.6 Corolario. 

Si ABCD  es un rectángulo, entonces ABC  es un triángulo rectángulo con 0ABC , 

y ADC  es un triángulo rectángulo con 0ADC . Por lo tanto, si los rectángulos 

existen también existirán los triángulos con defecto cero. 

 

Demostración. Sólo hay que aplicar 6.2.2: ADCABCABCD  0 , y la suma de 

dos cantidades no negativas es cero sólo si ambas son cero. 

  

6.2.7 Proposición. 

Si ABCD  es un rectángulo, entonces DACBCA  , y por tanto los lados opuestos de 

un rectángulo son congruentes. 

 

Demostración. Puesto que ABC  es un triángulo rectángulo con 0ABC  (6.2.6) 

entonces 

BCACABBCACAB

BCACABBCAABCCABABC





90900

901801800 
 

C está en el interior de BAD , luego CABDACDAB 90  

Luego  

CADBCACADBCA
CABDAC

BCACAB











0

90

90
 

Por AAS obtenemos que DACBCA  . 

 

6.2.8 Proposición. Duplicación de rectángulos. 

Supongamos que existe un rectángulo cuyos lados miden x e y. Entonces existirá un 

rectángulo cuyos lados midan 2x e y. 

 

Demostración. 

Sea ABCD  un rectángulo con CDABx   e ADBCy  . 

Sea E un punto tal que E*A*B y ABEA  , por lo tanto xEB 2 . 

Sea F un punto tal que F*D*C y  CDFD  , de la misma manera xFC 2 . 

Nuestro objetivo es comprobar que el cuadrilátero EBCF es un rectángulo. 

Los ángulos EAD  y FDA  serán rectos pues son suplementarios de dos ángulos 

rectos. 

Aplicando SAS tenemos que DABEAD  , luego DBED  , y BDAEDA  . 

E está en el interior de FDA  (ver al final de la demostración) 

Luego BDAEDAFDEEDAFDEFDA  909090  

Pero por otro lado, BAD es un triángulo rectángulo con defecto cero, luego 

ABDADBABDADB

ABDADBABDDABADBBAD





9090

901801800 
 

Así pues, ABDBDAFDE  90 . 

Luego ABDFDE  , y como ABFD   y DBED  , aplicando SAS llegamos a 

ABDFDE  . Por lo tanto F es recto.  



Con un argumento similar se demuestra que E es recto, y por lo tanto EBCF es un 

rectángulo. 

Veamos que E está en el interior de FDA , es decir AEFE
FDAD

 : 

Por hipótesis sabemos que CB
AD

 . 

FE
CFCDF

CEBEBAE

AD

AD

ADAD












**

**
 (aplicando 1.3.17 y Axioma B4(b)) 

Las rectas EB  y FC  son perpendiculares comunes a AD , luego son paralelas (2.6.3), 

luego el segmento EA  no puede cortar la recta FD , luego AE
FD

 . 

 

6.2.9 Proposición. 

Supongamos que existen los rectángulos. Entonces hay rectángulos arbitrariamente 

grandes, en el sentido de que para cualquier valor real positivo arbitrariamente grande 

 , existirá un rectángulo cuyos lados midan valores mayores o iguales a  . 

 

Demostración. Sea ABCD  un rectángulo con CDABx   e ADBCy  , y   

cualquier valor real positivo. 

Existirá un entero k tal que xk2 , luego aplicando la proposición anterior k veces 

llegaremos a un rectángulo con un lado que cumple la propiedad deseada. Ahora basta 

hacer lo mismo para la altura y, y obtener el rectángulo deseado. 

 

6.2.10 Definición. Cuadrilátero de Saccheri. 

Un cuadrilátero de Saccheri es un cuadrilátero ABCD  que cumple las tres condiciones 

siguientes: 

 

 

a) B  y C  son rectos. 

 

b) CDAB  . 

 

c) A y D son colaterales respecto a BC . 

 

En este caso diremos que el lado BC  es la base del cuadrilátero, los ángulos B  y 

C  son los ángulos de la base, AB  y CD  son los lados, AD se denomina cumbre, y 

A y D son los ángulos de la cumbre. 

 

Nota histórica. 

En 1733 Girolamo Saccheri (1667-1733) publicó una pequeña obra titulada Euclides 

ab omni noevo vindicatus (―Euclides liberado de toda falla‖) en la que utilizó 

extensamente estos cuadriláteros. Su objetivo era demostrar el Axioma de Paralelismo 

por reducción al absurdo. Saccheri demostró fácilmente que si en un cuadrilátero 

ABCD, los ángulos A y B son rectos, y los lados AD y BC son iguales, entonces los 

lados D y C son iguales. Sin embargo, la primera consideración conocida sobre los 

cuadriláteros de Saccheri fue hecha por Omar Khayyam (1048-1131) a finales del 

siglo XI. 



6.2.11 Proposición. Propiedades de los cuadriláteros de Saccheri. 

Todo cuadrilátero de Saccheri cumple las siguientes propiedades: 

a) Sus lados son paralelos (En 6.2.18 veremos que es un paralelogramo). 

b) Es convexo. 

c) Sus diagonales son congruentes. 

d) Los ángulos de la cumbre son congruentes, y son ambos agudos o rectos. 

 

Demostración.  

a) Ambas rectas son perpendiculares comunes a la misma recta BC . (3.6.3) 

b) Claramente es un trapecio, y por tanto es convexo por 2.9.9. 

c) DCBABC   por SAS, luego BDAC  ,  

d) Siguiendo el argumento del apartado anterior, CDABAD   por SSS, y en 

consecuencia DA  . 

90||180||2||2180

||9090||360||||||||3600





AAA

AADCBAABCD
 

 

6.2.12 Proposición. 

Dados dos números x e y reales positivos, existe un cuadrilátero de Saccheri con base 

de longitud x y altura de longitud y. 

 

Demostración. Sabemos que existen en el plano al menos tres puntos A, B y C no 

alineados.  

El punto B lo podemos escoger de forma que ABx  . 

Lanzamos sendas perpendiculares ACs 1  y BDs 2  por A y B de forma que C y D 

son colaterales respecto AB . 

Los puntos C y D los podemos escoger de forma que BDACy  . 

El cuadrilátero ABCD  cumplirá las condiciones deseadas.  

Los detalles de la demostración quedan como ejercicio. 

 

6.2.13 Definición. Cuadrilátero de Lambert. 

Un cuadrilátero de Lambert es un cuadrilátero con al menos tres ángulos rectos. 

 
 

Nota histórica. El matemático alemán Johann Heinrich Lambert (1728–1777) 

escribió, treinta años después de la publicación de Saccheri (1733), una investigación 

semejante titulada Die Theorie der Parallellinien (La teoría de las paralelas) que no se 

publicó hasta once años después de su muerte. Lambert eligió un cuadrilátero que 

contenía tres ángulos rectos (la mitad de un cuadrilátero de Saccheri) y consideró las 

tres posibles hipótesis para el cuarto ángulo: agudo, recto u obtuso. 



6.2.14 Proposición. Propiedades de los cuadriláteros de Lambert. 

Todo cuadrilátero de Lambert cumple las siguientes propiedades: 

a) Es un paralelogramo, y por tanto convexo. 

b) El cuarto ángulo es agudo o recto. 

 

Demostración.  

a) Basta aplicar el teorema de las dobles perpendiculares y 2.8.16. 

b) Puesto que es convexo,  

90||360||270

360||909090360||||||||





DD

DDCBAABCD
 

Y aplicamos 5.2.2 A3 i 5.2.2 A4. 

 

6.2.15 Proposición. 

Sea ABCD  un cuadrilátero de Lambert con ángulos rectos A , B y C  y 

supongamos D  agudo. Entonces CDAB   y BCDA  

 

Demostración. Veamos que CDAB  . 

Supongamos que CDAB  . Entonces CDAB   o CDAB  . 

En el primer caso CDAB   implica que ABCD  es un cuadrilátero de Saccheri, luego 

DA  , llegando a contradicción. 

En el segundo caso CDAB  , entonces existirá un punto C*E*D tal que CEAB  . 

Luego ABCE  será un cuadrilátero de Saccheri, y por tanto AECEAB  . 

Aplicando el teorema del ángulo exterior, DAEC  , pero BADAD  que es 

agudo. Luego BADAEC  . Pero E está en el interior de BAD , luego 

BADBAE  y por lo tanto BAEAEC  , contradiciendo la observación anterior 

AECEAB  . 

La segunda desigualdad se demuestra de forma similar. 

 

6.2.16 Proposición. El segmento medio de un cuadrilátero de Saccheri. 

Sea ABCD  un cuadrilátero de Saccheri con ángulos rectos B  y C . 

Sea M el punto medio de AD  y N el punto medio de BC . Entonces AMN  y 

BNM son rectos. En particular, ABNM  y MNCD  son cuadriláteros de Lambert. 

 

Demostración. DCNABN   por SAS, luego DNAN  .  

DNMAMN   por SSS, luego AMN  es recto, pues es congruente con su 

complementario DMN . 

DA   por 6.2.11d, y por lo tanto CDMBAM   por SAS, y en consecuencia 

MCBM  .  

Ahora CMNBMN   por SSS, y por lo tanto CNMBNM  , es decir, BNM  

es un ángulo recto (pues es congruente con su suplementario). 

 



6.2.17 Corolario. 

Sea ABCD  un cuadrilátero de Saccheri con ángulos rectos B  y C . 

Supongamos que ABCD  no es un rectángulo. Entonces BCAD  . 

 

Demostración. Puesto que ABCD  no es un rectángulo, A  será agudo. Sean M y N 

como en la proposición anterior. Entonces ABCD  es un cuadrilátero de Lambert, y por 

6.2.15 tenemos que BNAM  , por lo que BCAD  . 

 

6.2.18 Corolario. 

Todos los cuadriláteros de Saccheri son paralelogramos. 

 

Demostración. Sea ABCD  un cuadrilátero de Saccheri con ángulos rectos B  y C . 

Sea M y N como en las proposiciones anteriores. Entonces MN  es perpendicular a AD  

y BC . Luego BCAD //  por 3.6.3. En 2.6.11a ya vimos que CDAB // . 

 

6.2.19 Lema. 

Sea ABCD  un cuadrilátero con ángulos rectos B  y C , y tal que A y D son 

colaterales respecto de BC . Entonces DADCAB  .  

 

Demostración. Sea A‘ un punto tal que B*A‘*A y CDBA ' .  

 

 
 

Entonces BCDA'  es un cuadrilátero de Saccheri, y por tanto por 6.2.11d 

DCADBA ''  . 

Veamos que A‘ está en el interior de ADC : CDAB //  pues ambas rectas son 

perpendiculares a BC  (3.6.3). Luego aplicando 2.8.14 tenemos que ABCD  es convexo, 

luego B está en el interior de ADC  (2.8.7d). Entonces, puesto que A*A‘*B, tenemos 

que A‘ pertenecerá al interior de ADB (2.4.6), pero entonces pertenecerá al interior de 

ADC  por 2.6.5. Y puesto que A‘ está en el interior de ADC  se tiene 

DCAADC ' . 

Por otro lado, por el teorema del ángulo exterior DBAA ' , y entonces 

DADCDCADBAA  '' . 



6.3 Las condiciones euclídeas principales. 
 

Las condiciones euclídeas son el Postulado de la única paralela (H3.1) o ―PUP‖, y todos 

los postulados equivalentes a éste. En esta sección estudiaremos las seis condiciones 

euclídeas más conocidas y demostraremos la equivalencia entre ellas, siguiendo el 

esquema siguiente: 

 

 
 

 

6.3.1 Postulado. El Postulado de la única paralela (PUP). (H3.1) 

Recordemos que en 1.2.20 se introdujo el Postulado de la única paralela (PUP):  

Dada una recta r y un punto P que no pertenece a r, existirá una única recta por P 

paralela a r. 

 

Un plano euclídeo es un plano neutral (es decir, un plano de Hilbert en el que se 

cumple, además, el Axioma de Dedekind y en el que disponemos de medida para la 

longitud de segmentos, amplitud de ángulos y el área de polígonos) que además cumple 

PUP, o cualquier postulado equivalente al mismo. 

 

6.3.2 Postulado. Quinto postulado de Euclides (PQE). (Elementos, 1. Postulado 5) 

Supongamos que: 

a) PAr   y QBs   diferentes, con QP  . 

b) A y B están en el mismo lado respecto a PQt  . 

c) 180||||  BQPAPQ  

Entonces r y s se cortan en un punto C que está en el mismo lado respecto a t que A y B. 

 

 
 

 



6.3.3 Proposición. 

PQEPUP 

 

Demostración. Sea r una recta y rP . 

Trazamos la perpendicular t a r por P. Sea Q el punto de intersección con r. 

Trazamos la perpendicular s a t por P. 

rs // , puesto que ambas rectas son perpendiculares a t (3.6.3) 

Queremos ver que s es la única recta paralela a r por P. 

Supongamos que 2s es otra recta paralela a r por P. 

Tomamos puntos X e Y de 2s tales que X*P*Y (Axioma B2) 

Uno de los ángulos XPQ  o YPQ  tiene que ser agudo, puesto que no son rectos y 

son suplementarios. 

Luego la suma angular será menor de 180, y aplicando la hipótesis 6.3.2 tenemos que 

2s corta a r en algún punto C, luego no son paralelas. 

 

6.3.4 Proposición. 

PUPPQE 

 

Demostración. Sean PAr  , QBs  dos rectas diferentes, con QP  . 

A y B están en el mismo lado respecto a PQt  . 

180||||  BQPAPQ  

 

Por el Axioma B2 existirá un punto D tal que D*Q*B 

PQBPQD  180  por ser ángulos suplementarios. 

Luego |||| APQPQD   (porque entonces 

180||||180||||||||  BQPBQPBQPPQDBQPAPQ , 

contradiciendo la hipótesis) 

Por lo tanto, existirá una semirrecta PX tal que XPQPQD  , y con X en el mismo 

lado que A respecto a t. 

Sea PXr 2 . Entonces sr //2  por el Teorema de los ángulos internos alternos (2.6.1) 

Por lo tanto, aplicando PUP,  r no puede ser paralela a s. 

Sea srC  . Sólo queda ver que C está en el mismo lado que A respecto a t. 

Supongamos, por lo contrario, que C y A están en lados opuestos. 

Entonces tenemos un triángulo CPQ  en el cual CPQ  y APQ  son suplementarios, 

CQP  y BQP  son suplementarios, y por hipótesis, 180||||  BQPAPQ , luego  

180|)||(|360||180||180||||  BQPAPQBQPAPQCQPCPQ  

Contradiciendo 3.5.2. 

 



6.3.5 Postulado. Recíproco del teorema de los ángulos internos alternos (PRA). 

Dadas dos rectas paralelas r y s, y una recta transversal t, los ángulos internos alternos 

son congruentes.  

 

Más detalladamente: Sean PAr  , QBs  dos rectas paralelas, y PQt  . Supongamos 

que A y B están en lados opuestos respecto de la recta t. Entonces BQPAPQ  . 

 

 
 

Observación: El recíproco es un teorema en un plano de Hilbert (3.6.2) 

 

6.3.6 Proposición. 

PUPPRA 

 

Demostración. Sean PAr  , QBs  dos rectas paralelas, y PQt  . Supongamos que A 

y B están en lados opuestos respecto de la recta t. 

Existirá un punto A‘ en el mismo lado que A respecto de t tal que BQPPQA  ' . 

Sea '' PAr  . Ahora podemos aplicar el Teorema de los ángulos internos alternos (3.6.2) 

para asegurar que sr //' , pero entonces aplicando la hipótesis PUP, tenemos que rr ' , 

por lo que BQPPQAAPQ  ' . 

 

6.3.7 Proposición.  

PRAPUP 

 

Demostración. Sea r una recta y rP . Trazamos la perpendicular t a r por P. Sea Q el 

punto de intersección con r. Trazamos la perpendicular s a t por P. Entonces rs //  

puesto que ambas rectas son perpendiculares a t (3.6.3). Supongamos que existe otra 

recta 2s paralela a r. Aplicando PRA, tenemos que  ts 2 , luego 2ss  por la unicidad 

de la recta perpendicular. 

 

6.3.8 Postulado. Postulado de Proclo (PDP). 

Si sr //  y t corta a r, entonces t corta a s. 

 

Nota histórica: El filósofo griego Proclo (410-485) fue una importante figura del 

neoplatonismo. Nacido en Bizancio, marchó a Atenas para estudiar elocuencia con 

Leonas de Isauria y cuando este hubo de emigrar a Bizancio le llevó consigo. Aunque 

vivió en la época de decadencia del helenismo, su obra ha resultado muy importante 

para un mejor conocimiento de Euclides y sus Elementos. 

 

6.3.9 Proposición. 

PUPPDP 

 

Demostración. Sea una recta r paralela a s, y sea trP  . Por P sólo puede pasar una 

única paralela a s, luego t no puede ser paralela a s, es decir, t corta a s. 



6.3.10 Proposición. 

PDPPUP 

 

Demostración. Sea r una recta y rP . 

Trazamos la perpendicular t a r por P. Sea Q el punto de intersección con r. 

Trazamos la perpendicular s a t por P. 

rs // , puesto que ambas rectas son perpendiculares a t (3.6.3) 

Sea 2s cualquier otra recta que pasa por P. 

Puesto que 2s corta a s, aplicando PDP deducimos que 2s corta a r, es decir, existe una 

única paralela a r. 

 

6.3.11 Postulado. Transitividad del paralelismo (PTP). 

Sean r, s y t tres rectas diferentes. Si sr //  y ts // , entonces tr // . 

 

Nota histórica. Este postulado se conoce también como ―Postulado Playfair‖ y se 

debe al físico y matemático escocés John Playfair (1748–1819), aunque ya había sido 

estudiado por Proclo en el siglo V. Playfair lo expuso como negación de su contrario: 

Si dos rectas se cortan, no pueden ser paralelas a una tercera. 

 

6.3.12 Proposición. 

PDPPTP 

 

Demostración. Sean r, s y t tres rectas diferentes, y supongamos que sr //  y ts // . 

Supongamos que r y t no son paralelas. 

Aplicando PDP deducimos que si r corta a t, entonces r también tiene que cortar a s, 

contradiciendo la hipótesis sr // . 

 

6.3.13 Proposición. 

PTPPDP 

 

Demostración. Sea sr //  y supongamos que t corta la recta r.  

Supongamos que t fuera paralela a s. Entonces aplicando PTP tendríamos que r es 

paralela a s, contradiciendo la hipótesis que t corta r. 

 

6.3.14 Postulado. Postulado de la suma de los ángulos de un triángulo (PSA).  

Todos los triángulos tienen defecto cero, o equivalentemente, en todo triángulo ABC  

se cumple 180 CBA . 

Recordemos que en todo plano neutral se cumple que todos los triángulos cumplen 

180 CBA , por el Teorema Saccheri-Legendre (6.1.6). 

 



6.3.15 Proposición.  

PSAPUP 

 

Demostración. Sea una recta r y rP .  

Trazamos una perpendicular m a r por P. Sea Q el pie de esta perpendicular en r. Sea s 

la recta perpendicular a m por P. Sabemos que rs //  por ser ambas perpendiculares a m. 

Supongamos que existe otra recta 2s  paralela a r por P.  

Sea C un punto de 2s  que sea colateral con Q respecto a s. 

Trazamos por C una perpendicular a m. Sea B el punto de intersección entre dicha 

perpendicular y m.  Así pues, PCB  será un triángulo rectángulo en B . 

Sea ahora un punto 1C  tal que 1** CCP  y 1CCPC  , y por lo tanto PCPC 21  . 

Trazamos ahora una perpendicular por 1C a m, y sea 1B su punto de intersección con m. 

Así pues, 11BPC será un triángulo rectángulo en 1B . 

P y 1C  están en lados opuestos de BC , luego 1** BBP . Ahora podemos aplicar el lema 

2 para concluir que PBPB 21  . 

Repitiendo este proceso podemos obtener una sucesión de puntos ...,, 21 CC  y ...,, 21 BB  

tal que PBPB k

k 2 .  

Aplicando el Principio Arquimediano, existirá un k suficientemente grande para el cual 

PQPBk  . 

Puesto que rCB kk // , tenemos krk CB  . Así pues, P y kC  están en lados opuestos de r, 

por lo cual r corta a kPC . Pero kPCs 2 , luego 2s  y r no pueden ser paralelas. 

 

6.3.16 Teorema. (Elementos 1.32) 

PRAPSA 

 

y el postulado PRA es equivalente a que el ángulo exterior a un vértice de un triángulo 

es igual a la suma de sus dos ángulos interiores opuestos. 

 

Demostración. Sea ABC  un triángulo. Prolongamos BC  con un punto D y sea CE  la 

única recta paralela a AB  por C (En 6.3.7 se ha demostrado que PRAPUP). 

Tomamos E de forma que esté en el interior de ACD . 

Aplicando PRA (y en 6.3.6 hemos demostrado que PUPPRA) tenemos que 

AECA   y BDCE  . 

Luego ABECADCEDCA  .  

Por otro lado, º180 ACBDCACBAABC  

por ser ángulos suplementarios. Por otro lado, si suponemos que ABDCA  , 

entonces claramente CABACBDCA º180 . 

 

6.3.17 Teorema. 

PSAPRA 

 

Demostración. PSAPUP por 6.3.15, y PUPPRA por 6.3.6. 



6.3.18 Plano euclídeo. 

Llamaremos plano euclídeo a todos los resultados que se pueden obtener añadiendo el 

postulado PUP (6.3.1), o cualquier postulado equivalente a éste, a un plano neutral. 

 

6.3.19 Proposición. 

En un plano euclídeo, si A, B, C y D son cuatro puntos tales que  

a) A, B, C no son colineales y D está en el interior de ABC  

b) A, D y C no son colineales y B está en el interior de ADB  

Entonces 360 CDABCDABCDAB . 

 

Demostración. Por 2.8.11 el cuadrilátero ABCD  es convexo, luego por 6.2.2 y PSA se 

cumple 360180180  ADCABCABCD  . 

 

6.3.20 Teorema. Teorema de los ángulos internos alternos. 

En un plano euclídeo, dadas dos rectas r y s, y una recta transversal t, las rectas r y s 

serán paralelas si y sólo si los ángulos internos alternos son iguales.  

 

 
 

Demostración.   es 6.3.5 y   es 3.6.2. 

 

6.3.21 Proposición.  

En un plano euclídeo, un cuadrilátero ABCD  es paralelogramo si y sólo si sus lados 

opuestos son congruentes. 

 

Demostración. Sea un cuadrilátero ABCD . Queremos ver 

















CDAB

BCAD

CDAB

BCAD

//

//
. 

Trazamos la diagonal BD  para obtener dos triángulos DAB y DCB .  

Supongamos que CDABBCAD ////  . BDCABDCDAB // , y 

DBCADBBCAD //  por PRA. 

Luego DCBDAB   por ASA, de lo que deducimos que CDABBCAD  . 

Supongamos ahora que CDABBCAD  . Entonces DCBDAB   por SSS 

(3.8.4) y aplicando AIA tenemos que BCADDBCADB //  y 

CDABBDCABD // . 

 

6.3.22 Corolario.  

En un plano euclídeo, la suma de los ángulos internos de todo polígono de n lados es 

igual a º180)2( n . 

 

Demostración. Basta descomponer el polígono en 2n  triángulos  y aplicar PSA en 

cada uno de ellos.



6.4 El teorema del Defecto Cero de Legendre. 
 

En esta sección vamos a probar el teorema del Defecto Cero de Legendre:  Si existe un 

triángulo con defecto cero, entonces todos los triángulos tienen defecto cero. 

 

6.4.1 Proposición. 

Si existe un triángulo con defecto cero, entonces existe un triángulo rectángulo con 

defecto cero. 

 

Demostración. Sea ABC  un triángulo tal que 0ABC . Por el lema 3.7.12 sabemos 

que ABC  tiene dos ángulos agudos. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que 

son A  y C . Trazamos la perpendicular a AC  por el vértice B. Sea F su punto de 

intersección con AC . Por el lema 3.7.11 tenemos que A*F*C. El triángulo AFB es 

rectángulo en F  y cumple 0AFB  por 6.1.7. 

 

6.4.2 Proposición. 

Si existe un triángulo con defecto cero, entonces existe un rectángulo. 

 

Demostración. Sea ABC  un triángulo rectángulo en A . Supongamos que 0ABC , 

entonces ABCACBABCACB  9090 . 

Trazamos por C una recta CD  perpendicular a AB  tal que B y D estén al mismo lado 

de AC . Podemos suponer además que ABCD  .  Las rectas AB  y CD  son paralelas 

pues son perpendiculares comunes a AC . El cuadrilátero ABCD  es un cuadrilátero de 

Saccheri y por tanto es convexo (6.2.12), luego B está en el interior de ACD . Así 

pues 90 ACDBCDACB . Pero ABCACB  90 , luego 

BCDABCBCDABC

BCDABCBCDABC



 9090
 

Entonces, por SAS deducimos que BCDABC  , y por tanto AD   es un ángulo 

recto, DCBABC   y ACBCBD  . 

Finalmente, puesto que ABCD  es convexo, C está en el interior de ABD , y 

90 ACBDCBCBDABCABD . Luego todos los ángulos son 

rectos, y por lo tanto es un rectángulo. 

 

6.4.3 Proposición. 

Sea  XYZ  un triángulo rectángulo con ángulo recto X . Sea M el máximo de XY  y 

XZ . Supongamos que existe un rectángulo ABCD  cuyos lados tienen longitudes 

mayores que M. Entonces 0XYZ . 

 

Demostración. Supongamos que ABXY   y ABXZ  . Entonces existirán puntos 

A*Y‘*B y A*Z‘*D tales que 'AYXY   y 'AZXZ  .  

Puesto que ABCD  es un rectángulo, 0ABCD (6.2.4).  Y puesto que 

BCDABDABCD   , tenemos que 0ABD . Pero A*Y‘*B, luego 

BDYDAYABD ''   , y por tanto 0' DAY . 



Por último y de la misma manera, puesto que A*Z‘*D, 

0'''''''0  ZAYDZYZAYDAY  . 

Pero ''ZAYXYZ   (por SAS), así que 0XYZ . 

 

6.4.4 Proposición. 

Supongamos que todo triángulo rectángulo tiene defecto cero. Entonces todo triángulo 

tiene defecto cero. 

 

Demostración. Sea ABC  un triángulo. Este triángulo tiene dos ángulos agudos por 

3.7.12. Supongamos que sean A  y C . Trazamos la perpendicular a AC  por el 

vértice B. Sea F su punto de intersección con AC . Por el lema 3.7.11 tenemos que 

A*F*C. Los triángulos AFB y CBF  son triángulos rectángulos . 

Por último 000  CBFAFBABC  . 

 

6.4.5 Proposición. 

Si existe un triángulo con defecto cero, entonces existe un rectángulo. 

 

Demostración. Supongamos que existe un triángulo con defecto cero. Entonces por 

6.4.1 existirá un triángulo rectángulo con defecto cero. Luego por 6.4.2 existirá un 

rectángulo. 

 

6.4.6 Proposición. 

Si existen los rectángulos, todos los triángulos tienen defecto cero. 

 

Demostración. Este rectángulo lo podemos hacer arbitrariamente grande por la 

proposición 6.2.9. Luego por 6.4.3 todos los triángulos rectángulos tendrán defecto 

cero. Por último, por 6.4.4 todos los triángulos tendrán defecto cero. 

 

6.4.7 Corolario. El teorema del Defecto Cero de Legendre. 

Si existe un triángulo con defecto cero, entonces todos los triángulos tienen defecto 

cero. 

 

Demostración. Basta aplicar 6.4.5 y 6.4.6. 

 

6.4.8 Corolario. 

Si existe un triángulo con defecto cero, entonces todos los cuadriláteros convexos tienen 

defecto cero. 

 

Demostración. Todos los triángulos tendrán defecto cero por 6.4.7. Sea ABCD  un 

cuadrilátero convexo. Entonces, por 6.2.2, 000  BCDABDABCD  . 

 

Los siguientes corolarios sientan las bases para la geometría hiperbólica: 

 

6.4.9 Corolario. 

Si existe un triángulo con defecto positivo, entonces todos los triángulos tienen defecto 

positivo. 

 

Demostración. Si existe un triángulo con defecto cero, entonces por 6.4.7 todos los 

triángulos tendrían defecto cero, contradiciendo la hipótesis. 



6.4.10 Corolario. 

Si existe un triángulo con defecto positivo, entonces no existen rectángulos. 

 

Demostración. Si existen rectángulos todos los triángulos tienen defecto cero por 6.4.6, 

contradiciendo la hipótesis. 

 

6.4.11 Corolario. 

Si no existen rectángulos, todos los triángulos tienen defecto positivo. 

 

Demostración. Supongamos que exista algún triángulo con defecto cero. Entonces, por 

6.4.5, existirá un rectángulo, contradiciendo la hipótesis. 

 



6.5 Otras Condiciones euclídeas. 
 

6.5.1 Postulado. Existencia de un triángulo con defecto cero (PET). 

Existe al menos un triángulo con defecto cero. 

 

6.5.2 Teorema. PET es una condición euclídea. 

PET PUP 

 

Demostración. Si existe un triángulo con defecto cero, entonces todos los triángulos 

tienen defecto cero por 6.4.7, y si los triángulos tienen defecto cero, entonces se cumple 

PUP por 6.3.15. Recíprocamente, Si se cumple PUP entonces todos los triángulos tienen 

defecto cero por 6.3.6 y 6.3.16, luego existirá algún triángulo con defecto cero (pues los 

triángulos existen pues existen tres puntos no colineales por el Axioma I3). 

 

6.5.3 Postulado. Existencia de rectángulos (PER). 

Existe al menos un rectángulo. 

 

Observación. De este postulado se deduce que en un plano en el que no se cumpla el 

Quinto Postulado no existen los rectángulos.  

 

6.5.4 Teorema. PER es una condición euclídea. 

PER PUP 

 

Demostración. Si existen los rectángulos, entonces todos los triángulos tienen defecto 

cero por 6.4.6. Recíprocamente, PUP implica PRA por 6.3.6, PARA implica PSA por 

6.3.16, y PSA implica PER por 6.4.2. 

 

6.5.5 Definición. Distancia de un punto a una recta. 

Sea rP . Definimos la distancia de P a r, y escribiremos dist(P,r), como la longitud 

del segmento PQ , donde Q es la proyección ortogonal de P en r (3.6.6). 

),(),( rPprPrPdist   

 
6.5.6 Proposición.  

La proyección ortogonal Q de P en r es el punto de la recta más próximo a P. Para 

cualquier otro punto 'Q de la recta se cumple 'PQPQ  . 

 

Demostración. Sea rQ' , QQ ' . Consideremos el triángulo 'PQQ . Es un triángulo 

rectángulo en Q, luego 'Q  es agudo (3.7.6). Por lo que QQ  '  y por tanto  

PQPQ '  (3.7.7). Supongamos que existe un rQ' , QQ ' , para el cual PQPQ ' . El 

triángulo 'PQQ sería isósceles en P, luego QQ  '  recto, llegando a contradicción 

pues forzosamente en un triángulo rectángulo 'Q ha de ser agudo. 



6.5.7 Postulado. Equidistancia entre rectas paralelas (PEP). 

Dadas dos rectas paralelas r y s, todos los puntos de r están a la misma distancia de s. 

 

6.5.8 Lema.  

Supongamos que existen dos rectas paralelas r y s y tres puntos diferentes P, Q y R en r 

equidistantes a s. Entonces existen los rectángulos. 

 

Demostración. Supongamos sr // , rRQP ,, , diferentes. 

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, .** RQP  

Sea A, B y C las proyecciones perpendiculares de P, Q y R respectivamente. 

A, B y C serán puntos diferentes pues las rectas perpendiculares a cada punto son 

diferentes. 

Por hipótesis, RCQBPA  , luego PABQ es un cuadrilátero de Saccheri, y por lo 

tanto 90 BQPAPQ  (6.2.14), y también QBCR es un cuadrilátero de Saccheri, 

y por lo tanto 90 CRQBQR .  

Por otro lado, BQP  y BQR  son suplementarios, luego 180 BQRBQP . 

Para que esto suceda, la única posibilidad es 90 BQRBQP , luego  

90 BQPAPQ , es decir, PABQ  es un rectángulo. 

Ahora, aplicando 6.2.7, llegamos a BGAF  . 

 

6.5.9 Proposición. PEP es una condición euclídea. 

PEP PUP 
 

Demostración. Veamos PEPPUP. Si se cumple PEP, entonces por el lema anterior 

6.5.8 existen los rectángulos. Pero la existencia de rectángulos es una condición 

euclídea por 6.5.4. 

Veamos ahora PUPPEP. Sean dos rectas paralelas r y s. Y sean A y B dos puntos 

diferentes de r. 

Sean A‘ y B‘ las proyecciones perpendiculares de A y B en s, respectivamente. 

Luego AFG  y FGB  son rectos, y BGAF  . 

Sea r‘ una recta perpendicular a AF  y que pase por A. Las rectas r‘ y s serán paralelas 

pues ambas son perpendiculares comunes a AF . Por PUP, 'rr  , y por tanto FAB  

será también recto. 

De la misma forma demostramos que ABG  es recto, luego AFGB  será un rectángulo. 



6.6 Aún más condiciones euclídeas. 
 

6.6.1 Postulado. El paralelismo se transmite por perpendicularidad. (PTP) 

Si ml //  , lr   y ms  , entonces sr   o sr //  

 

 
 

6.6.2 Proposición. 

PTP es una condición euclídea. 

 

6.6.4 Proposición. 

En un plano euclídeo, las mediatrices de cortan en un punto. 

 

Demostración. Sea ABC  un triángulo, 'C  el punto medio de AB , 'B  el punto medio 

de AC , sea r  la perpendicular a AB  por 'B  y sea s  la perpendicular a AB  por 'B . 

Si sr // , aplicando 6.3.22 tendríamos o bien ACAB   o bien ACAB // , dos 

posibilidades imposibles en un triángulo.  

 

6.6.5 Proposición. 

Si no se cumple el Axioma de Paralelismo, entonces existe un triángulo en el que dos de 

sus mediatrices no se cortan. 

 

Demostración. Si no se cumple el Axioma de Paralelismo, entonces no existen los 

rectángulos (6.5.3). Luego los cuadriláteros de Saccheri no son rectángulos, y por tanto 

sus ángulos de la cumbre son agudos, no rectos. 

Sea ABCD  un cuadrilátero de Sacheri con ángulos rectos en A y en B, y CBAD  . 

Sea M el punto medio de AB  y N el punto medio de CD . Puesto que el ángulo D  es 

agudo, se cumple MNDD   y por tanto ADMN   por 6.2.19. Sea E el punto tal 

que ENM **  y ADME  . 

Vamos a demostrar que al menos dos de las mediatrices del triángulo DEC  no se 

cortan en un punto. 

Por 6.2.16 sabemos que AME  y BME  son rectos, luego AMED  y MBCE  son 

cuadriláteros de Sacheri. 

Sea F el punto medio de AM  y G el punto medio de DE . Nuevamente por 6.2.16 la 

recta FG  será mediatriz de AM  y de DE .  

Y de la misma manera, si H es el punto medio de MB  y I es el punto medio de EC , por 

6.2.16 la recta HI  será mediatriz de MB  y de EC .  



 

Pero las rectas FG  y HI  son paralelas pues son perpendiculares comunes a AB  

(3.6.3). Así pues, en el triángulo DEC  las mediatrices de los lados DE  y EC  no se 

cortan. 

 

 

6.6.6 Corolario. 

La circunscribilidad (ver 11.6.1) de los triángulos es una condición euclídea. 

 

Demostración. En 11.6.2 veremos que en un plano euclídeo todo triángulo es 

circunscribible. En el mismo apartado se demuestra que si un triángulo es 

circunscribible, sus tres mediatrices se cortan en un punto, cosa que no sucede en un 

plano que no es euclídeo, como acabamos de demostrar en 6.6.5. 

 
 

Fuente: http://mathed.byu.edu/~williams/Classes/362F2006/Notes/Circles%20and%20Triangles.pdf 

 

http://mathed.byu.edu/~williams/Classes/362F2006/Notes/Circles%20and%20Triangles.pdf


Volumen II: Geometría euclídea 

 
A partir de este punto, y mientras no se diga lo contrario, vamos a suponer que trabajamos sobre un plano 

euclídeo, esto es, un plano neutral en el que, además, se cumple el Postulado de la única paralela (o 

cualquiera de sus postulados equivalentes que hemos visto en el tema anterior). 

 

7 Paralelogramos. 
 

7.1 Paralelogramos. 
 

7.1.1 Definición. Paralelogramo. 

Recordemos la definición de 2.9.11: Un paralelogramo es un cuadrilátero ABCD  en el 

que los lados opuestos son paralelos, es decir, se cumple BCAB //  y BCAD // . 

En 2.9.12 se demostró que todo paralelogramo es un trapecio y por tanto es un 

cuadrilátero convexo. 

 

7.1.2 Teorema. Caracterización de los paralelogramos. 

En un plano euclídeo son equivalentes: 

a) El cuadrilátero ABCD  es un paralelogramo. 

b) Cada diagonal determina dos triángulos congruentes. (Elementos 1.34) 

c) Dos de sus lados opuestos son congruentes. (Elementos 1.34) 

d) Los ángulos opuestos son congruentes. (Elementos 1.34) 

e) Las diagonales se cortan en sus puntos medios. 

 

Nota: Para las caracterizaciones c) y d) estamos suponiendo que trabajamos con 

cuadriláteros simples. 

 

Demostración. 

ba ) Trazamos la diagonal AC , y consideramos los triángulos ADC  y ABC . 

Los ángulos DCA  y BAC  son congruentes, pues son los ángulos internos alternos 

determinados por dos rectas paralelas (6.3.20). De la misma forma los ángulos DAC  

y ACB  son congruentes, y se cumple trivialmente ACAC  , luego ABCADC   

por el criterio ASA.  

 

ca ) De ABCADC   se deduce directamente BCAD   y CDAB  . 

 

da ) Siguiendo el razonamiento anterior, 

CACBACDCADBACA  , y de la misma forma se demuestra 

BD  . 

ea  ) Sea BDACO   el punto de corte de las dos diagonales (En 2.8.12 vimos 

que las dos diagonales de un cuadrilátero convexo se cortan en un punto). Los 

triángulos AOB  y COD  serán congruentes por el criterio ASA, pues ya hemos visto 



que OCDOAB  , ODCOBA   y por el apartado a) sabemos que CDAB  . 

Luego OBDO   y OCAO  . 

ac  ) Trazamos la diagonal AC . Los triángulos ADC  y CBA  serán congruentes 

por el criterio SSS, pues por hipótesis BCAD  , CDAB  , y trivialmente ACAC  . 

Luego ACBDAC   y por tanto BCAD //  por 6.3.20. De la misma forma 

CDABBACDCA // . 

ad  ) Trazamos la diagonal BD. 

Por hipótesis: BDCADBDBCABDDB   

Sabemos que DBCBDCCADBABDA 180  

CA  , luego DBCBDCADBABD   

Restando, DBCADBADBDBC   

Y por tanto ADBDBCADBADBDBCDBC   

Y aplicando 3.6.2 CDAB //  

ce ) Sea E el punto de corte de las diagonales.  

 

 
 

Basta aplicar el criterio SAS a los triángulos AED y BEC  teniendo en cuenta 

ECAE  , BEDE   y BECAED   por ser ángulos opuestos por el vértice para 

deducir que BCAD  . De forma similar, con los triángulos AEB y DEC  llegamos a 

CDAB  . 

 

c) Supongamos que CDAB //  y CDAB  . Trazamos el segmento BC  y observamos 

que los triángulos ABC  y DCB  son congruentes por el criterio SAS y 6.3.20. 

 

 
 

Luego BDAC  , y por tanto podemos aplicar el teorema 7.1.2c para deducir que es un 

paralelogramo. 

 



7.1.3 Definición. Bases y alturas de un paralelogramo. 

Dado un paralelogramo ABCD , diremos base a cualquiera de sus lados, diremos altura 

al segmento perpendicular a dicha base y que pasa por uno de los dos vértices del lado 

opuesto. 

 

 
 

Por lo tanto todo paralelogramo tiene cuatro posibles bases y ocho posibles alturas. 

 

7.1.4 Proposición. 

Dado un paralelogramo ABCD  y fijada una base AB , sus dos alturas asociadas por C y 

por D son congruentes. 

 

Demostración. Sea E el punto de corte con AB de la altura por C y sea F el punto de 

corte con AB  de la altura por D. 

 

 
 

El cuadrilátero FECD  es un paralelogramo pues sus cuatro ángulos son rectos por 

6.3.22, luego por 7.1.2c sus lados opuestos serán congruentes, en particular CEDF  . 

 



7.2 El conector de puntos medios. 
 

7.2.1 Teorema. El conector de puntos medios de un triángulo. 

Dado un triángulo ABC , si D es el punto medio de AB  y E es el punto medio de AC , 

entonces BCDE // , y BCDE
2

1
  

 

Demostración. En la semirrecta )(EDop  marcamos el punto F tal que EFED  . 

 
El cuadrilátero DCFA  es un paralelogramo pues sus diagonales se cortan en el punto 

medio (7.1.2e). Por lo tanto CF  es paralelo y congruente con DA . 

Por ser D el punto medio de AB , DABD  , luego CFBD  . 

Ahora aplicando 7.1.3 tenemos que BCFD  es un paralelogramo, y por tanto BC  y 

DF  son paralelos y congruentes. 

Por ser E el punto medio de DF , BCDFDE
2

1

2

1
 . 

 
7.2.2 Proposición. 

Existe un recíproco parcial para el lema anterior que puede ser útil. 

Dado un triángulo ABC , y sea D el punto medio de AB . 

Si la recta r pasa por D y es paralela a BC , entonces pasa por el punto medio de AC , y 

se cumple BCDE
2

1
 . 

 
 

Demostración. Por el Teorema de Pasch (2.2.5), y puesto que r no puede pasar por BC , 

la recta r cortará en un punto E‘ a AC . 

Sea E el punto medio del segmento AC . Por el lema anterior, BCDE // . Luego 

unicidad de la paralela a BC  por D, se tendrá que  'DEDE  , y por ser E‘ el único 

punto de corte con AC , 'EE  , y basta aplicar el lema 7.2.1. 



7.2.3 Corolario. 

Dos medianas de un triángulo se triseccionan en su punto de intersección. 

 
 

Demostración. Dado un triángulo ABC , si D es el punto medio de AB  y E es el punto 

medio de AC , aplicamos el lema anterior para deducir que BCDE //  y BCDE
2

1
 . 

Sea F el punto de intersección de las dos medianas CD  y BE  (Se cortan pues BCED  

es un trapecio por 7.2.1 y aplicamos 2.8.14 y 2.8.12). Sea G el punto medio de BF  y H 

el punto medio de CF . 

 
 

Aplicando nuevamente el lema anterior al triángulo BCF , tenemos que BCHG //  y 

BCHG
2

1
 , así pues, HGDE //  DEHG   . 

Luego el cuadrilátero HGED  es un paralelogramo (7.1.3), y por lo tanto sus diagonales 

cortarán en su punto medio, es decir, FHFE   y FDFG  . 

Por construcción de los puntos F y G, tenemos HBFHFE   y CGFGFD  . 

 

7.2.4 Corolario. 

Las tres medianas se encuentran en un punto único llamado baricentro. 

 

Demostración. Sea un triángulo ABC , en el que trazamos las medianas AF , BE  y 

CD . Sea G el punto de corte de AF y BE , (se cortan pues AEFB  es un trapecio por 

7.21 y aplicamos 2.8.14 y 2.8.12) y sea G‘ el punto de corte de AF y CD . 

 

 



Por la proposición anterior, FAFG
3

1
 , y también FAFG

3

1
'  , puesto que los 

puntos G y G‘ están en el interior del segmento FA  (las medianas son segmentos 

pertenecientes al interior del triángulo), se debe cumplir 'GG  . 

 

Nota: El baricentro de un triángulo material coincide con su centro de gravedad. 

 

7.2.5 Proposición. El conector de puntos medios de un trapecio. 

a) Si una recta pasa por el punto medio de un lado de un trapecio y es paralela a la base, 

entonces también pasa por el punto medio del otro lado, y su longitud es un medio de la 

semisuma de la suma de las dos bases. 

b) La recta que pasa por los dos puntos medios de los lados es paralela a la base. 

 

 
 

Demostración. Sea un trapecio ABCD  tal que CDAB // . 

a) Sea E el punto medio de AD  y sea r la recta que pasa por E y es paralela a AB . 

Trazamos la diagonal BD  del trapecio.  

Por la proposición 7.2.2, la recta r cortará el segmento BD  en su punto medio F y  

ABEF
2

1
  

Volvemos a aplicar la misma proposición para el triángulo BCD , con lo que 

demostramos que r corta a BC  en su punto medio G, y CDFG
2

1
 . 

 

 
 

Finalmente, 
22

1

2

1 CDAB
CDABFGEFEG


 . 

b) Sean E y G los puntos medios de los lados y supongamos que EGr   no es paralela 

a AB . Sea s la recta paralela a AB  por E. Por el razonamiento anterior, esta recta s 

pasará por G, y por lo tanto rs  , lo que nos lleva a contradicción. Así que 

forzosamente ABr // . 

 



7.2.6 Teorema. Teorema de Varignon. 

Los puntos medios de los lados de un cuadrilátero forman un paralelogramo, llamado 

―Paralelogramo de Varignon‖. 

 

 
 

Demostración. Sea ABCD  un cuadrilátero cualquiera y marcamos los puntos medios P, 

Q, R y S de los lados AB , BC , CD , DA , tal y como aparecen en el esquema superior. 

Trazamos la diagonal AC , con lo que observamos que aparece un triángulo ACD  en 

el que S y R son puntos medios de dos de sus lados. 

 
 

Luego, aplicando el Teorema 7.2.1, ACSR // . 

Aplicando el mismo razonamiento al triángulo ACB  deducimos que ACPQ // , y por 

la transitividad del paralelismo llegamos a SRPQ // . 

Con un razonamiento similar, ahora con la diagonal BD  , llegaremos a QRSP // . 

 

Nota histórica. Se atribuye este teorema a Pierre Varignon (1654-1722). Este a 

teorema fue publicado de forma póstuma en 1731. Realmente cuesta creer que una 

propiedad tan sencilla haya estado tanto tiempo sin ser descubierta y demostrada. 

 

Problema propuesto: El Problema 2.2, donde se propone demostrar que el área del 

paralelogramo de Varignon asociado a un cuadrilátero es la mitad del área de dicho 

cuadrilátero. 

 



7.2.7 Definición. Bimedianas. 

Las bimedianas de un cuadrilátero son las rectas que unen los puntos medios de dos 

lados opuestos de un cuadrilátero. 

 
 

7.2.8 Proposición. 

Las bimedianas de un cuadrilátero se cortan en sus puntos medios. 

 

Demostración. Puesto que las bimedianas de un cuadrilátero son las diagonales del 

paralelogramo de Varignon asociado, basta aplicar 7.1.2e. 

 

7.2.9. Proposición. Conector de puntos medios en un cuadrilátero. 

Sea un cuadrilátero convexo ABCD , y sean M y N los puntos medios de los lados 

opuestos AD  y BC , respectivamente. Entonces: 

 

CDAB
CDAB

MN //
2




  

 

 
 

Demostración. En el sentido   es la proposición 7.2.5. Veamos  . 

Trazamos la diagonal AC y marcamos su punto medio P.  

Aplicando el teorema 7.2.1 al triángulo ADC  tenemos que CDMP
2

1
  y CDMP // . 

Aplicando el mismo teorema al triángulo ABC  tenemos que ABPN
2

1
  y ABPN // . 

 

 
 

Luego aplicando la desigualdad triangular al triángulo MNP  se deduce que 

22

1

2

1 CDAB
ABCDPNMPMN


  

y la igualdad sólo ocurre en si P está en MN , en cuyo caso ABPNMNMPCD ////  . 



7.3 Rectángulos. 
 

7.3.1 Definición. Rectángulo. (Elementos 1 Definición 22) 

Recordamos la definición dada en 6.2.3: Un rectángulo es un cuadrilátero cuyos cuatro 

ángulos son rectos. 

 
 

En 6.2.4 se demostró que todo rectángulo es un paralelogramo. En el contexto de un 

plano euclídeo podemos aplicar también 7.1.2d 

 

7.3.2 Definición. Base y altura de un rectángulo. 

Dado un rectángulo  DACDBCABABCD ,,, , el segmento AB  será la base y el 

segmento BC  será la altura del rectángulo. 

 

7.3.3 Proposición. 

Todo rectángulo tiene las diagonales congruentes. 

 

Demostración. Consideramos los triángulos ADB  y BCA .  

 

BA   pues ambos son rectos, BCAD   pues todo rectángulo es un paralelogramo 

(6.2.4) y aplicamos 7.1.2c. Por otro lado trivialmente ABAB  , luego BCAADB   

por el criterio SAS. Por lo tanto BDAC  . 

 

7.3.4 Proposición. Caracterización de los rectángulos entre los paralelogramos. 

Dado un paralelogramo ABCD , son equivalentes: 

a) ABCD  es un rectángulo. 

b) Uno de sus ángulos es recto. 

c) Sus dos diagonales son congruentes. 

 

Demostración. Los triángulos ABD  y BAC  serán congruentes por el criterio SSS, 

pues por hipótesis BDAC  , y por 7.1.2c también BCAD  .  

Por lo tanto ABCBAD  , pero estos ángulos son suplementarios (6.3.20), luego 

ambos son rectos. De la misma forma se demuestra que C  y D  también serán 

rectos. 

 

ca  ) Es 7.3.3 y 7.3.4. 

 



7.4 Rombos. 
 

7.4.1 Definición. Rombo. (Elementos 1 Definición 22) 

Un rombo es un cuadrilátero cuyos cuatro lados son congruentes.  

 

 

 

 

ADCDBCAB 

 

 

7.4.2 Proposición. 

Todo rombo es un paralelogramo. 

 

Demostración. Basta aplicar 7.1.2c. 

 

7.4.3 Proposición. 

En todo rombo se cumplen las siguientes propiedades: 

a) Las diagonales se cortan perpendicularmente. 

b) Las diagonales son las bisectrices de los ángulos internos. 

 

 
 

Demostración. Sea un rombo ABCD  y sea E el punto de corte de las dos diagonales. 

Por ser un rombo BCCD  , por 7.1.2e, BEDE   y claramente CECE   , luego por el 

criterio SSS  se deduce que BECDEC  , y por tanto BCEDCE   y 

EBCEDC  . Luego el segmento CE  es la bisectriz por C del triángulo DCB , y 

por 3.11.1 coincide con la altura, luego BEC  y DEC  son rectos. 

 



7.4.4 Proposición. Caracterización de los rombos entre todos los paralelogramos. 

Dado un paralelogramo ABCD , son equivalentes: 

a) ABCD  es un rombo. 

b) Dos de sus lados consecutivos son congruentes. 

c) Las diagonales son perpendiculares. 

d) Una de las diagonales es la bisectriz del ángulo interno de su vértice. 

 

Demostración. Sea el paralelogramo ABCD  y sea E el punto de corte de sus diagonales. 

 

 
 

a) Supongamos que CDBC  . Luego ADBCCDAB   por 7.1.2c. Y por lo tanto 

es un rombo. 

b) Si las diagonales son perpendiculares DECBEC  , BEDE   por ser un 

paralelogramo y 7.1.2e, luego aplicando SAS tenemos que BECDEC  , luego 

CDBC  , y podemos aplicar el apartado a) de esta misma demostración. 

c) Supongamos que BCEDCE  . Luego el segmento CE  es bisectriz del triángulo 

DBC  y también es mediana por 7.1.2e. Luego por 3.11.2 el triángulo DBC  será 

isósceles en C y en consecuencia CDBC  , por lo que nuevamente podemos aplicar el 

apartado a) de esta misma demostración. 



7.5 Cuadrados. 
 

7.5.1 Definición. Cuadrado. (Elementos 1 Definición 22) 

Un cuadrado es un cuadrilátero con los cuatro lados y los cuatro ángulos iguales, es 

decir, es un rombo y un rectángulo al mismo tiempo. 

 

 
 

7.5.2 Proposición. 

Las diagonales de un cuadrado son congruentes, perpendiculares y bisectrices de los 

ángulos internos del cuadrado. 

 

Demostración. Basta aplicar 7.3.3, 7.4.3a y 7.4.3b. 

 

7.5.3 Proposición. 

Todo paralelogramo que cumpla al menos una de las siguientes condiciones es un 

cuadrado: 

a) Las diagonales son congruentes y perpendiculares. 

b) Las diagonales son congruentes y una de ellas es bisectriz del ángulo interno del 

vértice del paralelogramo. 

 

Observación: Esta caracterización sólo es válida para paralelogramos, y no se cumple 

para cualquier cuadrilátero. 

 

Demostración. a) Por 7.4.4b, si las diagonales del paralelogramo son perpendiculares 

será un rombo, y por 7.3.4 si las diagonales son congruentes será un rectángulo. 

b) Por 7.4.4c será un rombo, y por 7.3.4 será un rectángulo. 

 

 



8 Semejanza. 

 
8.1 Proyección paralela. 

 
8.1.1 Definición. Proyección paralela. 

Sean dos rectas r y s, y sea t una recta transversal común. Sean trA   y tsA ' . 

Para cualquier punto rP , existirá una única recta u paralela a t por P, y sea 

usP ' . Tenemos así definida una función 

suPPfP

srf





')(

:


 

 

a la que denominaremos proyección paralela de r en s a lo largo de t. 

 

 
 

8.1.2 Teorema.  

La proyección paralela es una biyección. 

 

Demostración. Supongamos que  )()( QfPf  . Las rectas )(PPf  y )(QQf  son ambas 

paralelas a t, y ambas pasan por el mismo punto, luego por PUP han de ser la misma. 

Puesto que P y Q son puntos de corte de esta recta con r, se deduce que QP  . Luego 

es inyectiva. 

Supongamos que sP' . Trazamos la recta u, paralela a t por P‘. Sea P su punto de corte 

con r. Por unicidad de la recta paralela por un punto, u será también la única recta 

paralela a t por P, y por tanto, por unicidad de su punto de corte con s, ')( PPf  . 

Luego es suprayectiva.  



8.1.3 Teorema. La proyección paralela mantiene la congruencia de segmentos. 

Sean dos rectas r y s que cortan a cuatro rectas a, b, c y d, las cuatro paralelas entre sí, 

en los puntos A, A‘, B, B‘, C, C‘, D y D‘ tal y como se indica en el siguiente diagrama: 

 

 
 

Entonces '''' DCBACDAB   

Este teorema también se suele llamar ―Pequeño Teorema de Tales”. 

 

Demostración. Supongamos que r y s no son paralelas. Por el punto A trazamos una 

recta paralela a s. Sea E su punto de corte con b. De la misma forma trazamos por C una 

recta paralela a s. Sea F su punto de corte con d. 

 

 
 

CFAE //  por transitividad del paralelismo. Luego BAEDCF  . También se 

cumple db //  luego CDFABE   y por hipótesis CDAB  , luego podemos aplicar 

el criterio de congruencia de triángulos ASA para deducir que CDFABE  , y por 

tanto CFAE  .  

Los cuadriláteros EBAA ''  y FCDC ''  son paralelogramos, luego sus lados opuestos 

son congruentes (7.1.2c), es decir, ''BAAE   y ''DCCF  . Luego por transitividad de 

la congruencia de segmentos '''''''' DCBADCCFAEBA  . 

 

Nota. El caso en que r y s sean paralelas debe demostrarse de forma independiente, 

aunque la demostración anterior ya indica el razonamiento a seguir. 

 



8.1.4 Teorema. La proyección paralela mantiene el orden. 

Sean dos rectas r y s, y sea t una recta transversal común. Sea f  la proyección paralela 

de r en s a lo largo de t. 

Entonces '*'*'** CBACBA   

 

Demostración. Supongamos lo contrario, por ejemplo que '*'*' BCA . Sea 'BBu  . 

 

 
 

'
''''*'*

''//'
CA

CABCA

AABBAA
u

u

u









 

CACBA u**  

Luego por 2.1.5, llegamos a 'CC u . Pero sin embargo CCBBCC u ''//' , llegando 

a contradicción. Al mismo resultado llegaríamos suponiendo '*'*' BAC . 

 

8.1.5 Lema. 

Dado un triángulo ABC  y puntos D en AB  y E en AC . Si DE  no es paralela a BC  

entonces 
AC

AE

AB

AD
  . 

 
 

Demostración. Sea F la proyección paralela de D en AC , y sea G la proyección paralela 

de E en AB . Supongamos que BGDA ***  (el caso BDGA ***  se demostraría de 

forma similar). 

Sabemos que existirá un n tal que GD
AB

n


2
 (4.5.2) , y para este n tendremos los puntos 

nPPP ,,..., 21 , con BPPA ii *** 1  tales que  GD
AB

PP
nii 

2
1 . Estos puntos, por 

proyección paralela en AC  se transformarán en los puntos nQQQ ,,..., 21 , con 

CQQA ii *** 1  tales que  FE
AC

QQ
nii 

2
1 . 

 



 
Luego existirá un k tal que kk PDP **1  y 1** kk PEQ  (aquí se necesita el Axioma de 

Arquímedes).  

Entonces 
AB

AP

AB

AD
APAD k

k   y 
AC

AE

AC

AQ
AEAQ k

k   

Pero también se cumple 
n

k

APn

APk

AP

AP

AB

AP

n

kk 
1

1
 y 

n

k

AQ

AQ

AC

AQ

n

kk   luego  

AC

AE

AC

AQ

n

k

AB

AP

AB

AD kk   y por tanto 
AC

AE

AB

AD
  

 

8.1.6 Corolario. Recíproco del Teorema del Lado Deslizante. 

Dado un triángulo ABC  y puntos D  en AB  y E  en AC  tales que 
AC

AE

AB

AD
 . 

Entonces BCDE // . 

 
 

Demostración. Es el contrapositivo del lema anterior:    ABBA  . 

 

8.1.7 Proposición. El Teorema del Lado Deslizante. 

Dado un triángulo ABC  y puntos D  en AB  y E  en AC  tales que BCDE // . 

Entonces 
AC

AE

AB

AD
 . 

 
 

Demostración. 

Sea E' el punto de CA  tal que 
AB

AD

AC

AE


'
 (queda por demostrar que lo podemos hacer) 

y trazamos la recta 'DE . Aplicando 8.1.6 deducimos que BCDE //' , y puesto que 

BCDE // , llegamos a DEDE //' , y por el Postulado de la Única Paralela tenemos 

'DEDE  , y por tanto 'EE   y 
AC

AE

AB

AD
  tal y como queríamos ver. 



8.1.8 Corolario. La proyección paralela mantiene las razones de los segmentos. 

Sean dos rectas r y s, y sea t una recta transversal común. Sea f  la proyección paralela 

de r en s a lo largo de t. Sean A, B, C y D en r tales que DC  . Entonces  

 

 

 

 

 

''

''

DC

BA

CD

AB


 

 

Demostración. Es una aplicación directa de 8.1.7. 



8.2 Proporcionalidad mediante área. 

 
En este apartado supondremos el concepto de área y sus propiedades para demostrar 

uno de los teoremas más importantes de la semejanza de figuras: Dos triángulos con la 

misma altura tienen áreas proporcionales a sus respectivas bases (Elementos 6.1), y 

basándonos en este resultado demostraremos el "Teorema BPT" o "Teorema de Tales‖ 

(Elementos 6.2). 

 
8.2.1 Proposición. Área de paralelogramos y de triángulos. 

Todo paralelogramo se puede descomponer en dos triángulos congruentes al trazar una 

de sus diagonales. 

 

 

 

 

ACDABCABCD   

 

Demostración. En 7.1.2b vimos que ambos triángulos son concurrentes, luego tienen 

áreas iguales, y por tanto  

       ABCACDABCABCD  2  

 

Es decir, el área de un paralelogramo es el doble del área del triángulo que queda 

determinado por dos de sus lados y la diagonal. 

Recíprocamente, dado un triángulo cualquiera ABC , podemos ―ampliarlo‖ trazando 

las paralelas a AB  por C y a BC  por A y determinando su punto D de intersección, 

obteniendo así un paralelogramo ABCD  cuya diagonal determinará este mismo 

triángulo y otro congruente con el mismo. 

 

8.2.2 Proposición. (Elementos 1.35) 

Dos paralelogramos que tengan la misma base y estén entre dos rectas paralelas tendrán 

áreas iguales. 

 

Demostración. Sean ABCD  y EBCF  dos paralelogramos compartiendo una base BC  

común y para los que AD  y EF  están en una misma recta. 

 

 
 

Por ser ABCD  un paralelogramo tenemos que BCAD   (7.1.2c) 

Por ser EBCF  un paralelogramo tenemos que EFBC  (7.1.2c) 

Luego por transitividad de la congruencia de segmentos tendremos EFAD  . 

Luego DFEFDEDEADAE  . 



Por ser ABCD  un paralelogramo tenemos que CDAB  (7.1.2c) 

Por ser AB  y CD  rectas paralelas tenemos que FDCEAB   (5.3.5 y 3.4.2) 

Luego FDCEAB   por el criterio SAS. 

Por lo tanto    FDCEAB   por el Axioma A2. 

Sea G el punto de corte de los segmento BE  y CD . 

Los trapecios resultantes al quitar el triángulo común DGE  de los triángulos EAB  y 

FDC  tendrán el mismo área: 

   GCFEABGD   

Y si añadimos ahora a cada figura el triángulo BGC  obtendremos figuras con el 

mismo área: 

   EBCDABCD   

Tal y como queríamos ver. 

 

8.2.3 Proposición. (Elementos 1.36) 

Dos paralelogramos entre rectas paralelas y con bases congruentes tienen el mismo área. 

 

 
 

Demostración. Sean ABCD  y EFGH  dos paralelogramos tales que FGBC   , 

FGBC  ,  EHAD   y EHAD  . 

Por ser EFGH  un paralelogramo tenemos EHFG  . 

Trazamos los segmentos BE  y CH . 

 
 

FGBC   y EHFG   luego EHBC  , y por tanto EBCH es un paralelogramo. 

Ahora podemos aplicar la proposición anterior para deducir que  

   EBCHABGD   

 

Pero con el mismo razonamiento tenemos que    EBCHEFGH  , y por tanto  

   EFGHABGD   

 



8.2.4 Proposición. (Elementos 1.37) 

Dos triángulos con la misma base y que están entre dos rectas paralelas tienen el mismo 

área. 

 
 

Demostración. Sean ABC  y ABD  dos triángulos para los cuales ABCD // . 

Trazamos la paralela a BC  por A y la paralela a AB  por C y sea E su punto de corte, 

obteniendo así el paralelogramo EABC . 

Trazamos la paralela a AD  por B y la paralela a AB  por D y sea F su punto de corte, 

obteniendo así el paralelogramo DABF . 

Los puntos E, C, D y F están claramente alineados en la recta CD , por lo que podemos 

aplicar la proposición 8.2.2 

 

 
 

       ABDDABFEABCABC 
2

1

2

1
 

 

8.2.5 Proposición. (Elementos 1.38 y 1.39) 

Dos triángulos con la misma base, están entre dos rectas paralelas si y solo si tienen el 

mismo área. 

 

Demostración. Sean ABC  y DEF  dos triángulos para los cuales DEAB   y 

CFAB // . 

Sea G el punto de corte de la paralela a AC  por B y la paralela a AB  por C. Obtenemos 

así el paralelogramo ABGC . 

Sea H el punto de corte de la paralela a EF  por D y la paralela a DE  por F. Obtenemos 

así el paralelogramo DEFH . 

 
Podemos ahora aplicar la Proposición 8.2.2 para deducir que  

       DEFDEFHABGCABC 
2

1

2

1
 



8.2.6 Teorema. (Elementos 6.1) 

Sea ABC  un triángulo y D un punto tal que B*D*C. Entonces 

 

 

 

 
  BC

DC

ABC

ADC





 

 

Nota: En 11.1.6 veremos que esta relación se puede ampliar para puntos D que no  

necesariamente estén dentro del segmento BC  mediante razones con signo y áreas con 

signo de triángulos orientados. 

 

Demostración. Los triángulos ADC  y ABC  comparten una misma altura h, luego  

 
  BC

DC

hBC

hDC

ABC

ADC











2
1

2
1

 

 

Demostración en Los Elementos 6.1: 

Triángulos y paralelogramos con la misma altura tienen áreas proporcionales a sus 

respectivas bases. 

 
 

La demostración que encontramos en los Elementos de Euclides se basa en la teoría de 

magnitudes desarrollada en el Libro 5. 

Sean los triángulos ABC  y BDC  con A, B y D alineados en una misma recta r. 

Queremos ver  

   BDCABCBDAB  ::::  

 

Por la definición de magnitudes proporcionales de la Definición 5 del Libro 5, tenemos 

que demostrar que para cualquier INmn , , se cumple:  

   BDCmABCnBDmABn   

   BDCmABCnBDmABn   

   BDCmABCnBDmABn   

En la demostración se utilizan los casos 3n  y 3m  como representativos del caso 

general.  

Tomamos puntos E y F de la recta r tales que EDDAAB   

y tomamos puntos G y H de la recta r tales que GHDGBD   

Así pues, hemos obtenido los segmentos ABFB  3  y BDBH  3 . 

 



 

Aplicando Elementos 1.38 (8.2.5) tenemos 

     ABCEACFECEDDAAB   

Y por tanto  

         ABCABCEACFECFBC  3  

Y de la misma forma: 

   BDCBHCBDDH  33  

 

Y claramente, si    BHCFBCBHFB  , es decir: 

   BDCABCBDAB  3333 . 

 

Por otro lado, está también claro que    BHCFBCBHFB  , es decir, 

   BDCABCBDAB  3333  

 

Y que    BHCFBCBHFB  , es decir, 

   BDCABCBDAB  3333  

 

Es decir, se cumplen las tres condiciones de la definición de magnitudes proporcionales: 

   BDCABCBDAB  ::::  

 

Una vez hemos demostrado la proporcionalidad para triángulos, la proporcionalidad 

para paralelogramos se deduce fácilmente teniendo en cuenta que un paralelogramo es 

el doble que un triángulo: 

Ampliamos el triángulo ABC  al paralelogramo ABCI , y ampliamos el triángulo 

BDC  al paralelogramo BDJC :  

 
 

Claramente se cumple    ABCABCI  2  y    BDCBDJC  2  

Aplicando Elementos 5.4:         BDCABCBDCABC  2:2:::  

Luego        BDJCABCIBDCABC ::::   

Y aplicando Elementos 5.11: 

           BDJCABCIBDABBDJCABCIBDCABCBDAB :::::::::::   

 

Observación. En la demostración que encontramos en los Elementos el segmento BC 

es altura del triángulo, es decir, perpendicular a la recta AB, pero esta suposición no es 

necesaria para el desarrollo de la demostración.



8.2.7 Corolario. 

Sea ABCD  y EFGH  son dos paralelogramos tales que A, B, E y F son colineales y C, 

D, H y G son colineales, entonces  

 

 

 

 
  EF

AB

EFGH

ABCD
  

 

Demostración. Ambos paralelogramos comparten una misma altura h, y por tanto  

 
  EF

AB

hEF

hAB

EFGH

ABCD





  

 

8.2.8 Teorema. Teorema BPT o "Teorema de Tales". 

Sea ABC  un triángulo y r una recta que corta AB  en D y AC  en E. 

 

 

Entonces:  

 

AC

AE

AB

AD
BCDE //  

 

Nota 1. Este Teorema es uno de los más importantes de Los Elementos, pues en él se 

sostiene todo el desarrollo de la semejanza de figuras que estudiaremos en el próximo 

capítulo. 

 

Nota 2. Se suelen llamar "Teorema de Tales" tanto a 8.2.8 como a 10.1.4. Para evitar 

esta confusión, en este libro llamaremos "Teorema de Tales" exclusivamente a 10.1.4, 

mientras que para referirnos a 8.2.8 utilizaremos la denominación inglesa "Basic 

Proportionality Theorem", o simplemente "Teorema BPT". 

 

Demostración. 

  Supongamos que  BCDE //  

Aplicando Elementos 6.1 (8.2.6) al triángulo ABE :  
 
  AB

AD

AEB

ADE





 

Aplicando el mismo Teorema al triángulo ADC :  
 
  AC

AE

ADC

ADE





 

 

Sabemos que    DECDEB   por Elementos 1.37 (8.2.4), luego 

           ADCDECADEDEBADEAEB   

 

y finalmente: 

 
 

 
  AC

AE

ADC

ADE

AEB

ADE

AB

AD










  

Tal y como queríamos ver. 



  Basta tener en cuenta que los argumentos anteriores son reversibles. 

 

Tenemos que 
 
 AEB

ADE

AB

AD




  y 

 
 ADC

ADE

AC

AE




 , luego  

 

 
 

 
 

   ADCAEB
ADC

ADE

AEB

ADE

AC

AE

AB

AD










  

 

Y por Elementos 1.39 (8.2.2) deducimos finalmente que BDDE // . 

 

8.2.9 Proposición. Teorema de la bisectriz. (Elementos 6.3) 

La bisectriz por el vértice de un triángulo se caracteriza por cortar el lado opuesto en 

dos segmentos proporcionales a los lados contiguos. 

 

 

 

 

BCACDBADDCBACD ::::  

 

Demostración. Sea un triángulo ABC y sea D en AB  tal que DCBACD  . 

Trazamos la recta paralela a CD por B y sea E su punto de corte con AC. 

 

 
 

 ACDCEB   y DCBCBE   por el Teorema de los Ángulos Internos 

Alternos, y por hipótesis DCBACD  , luego CBECEB  , y por tanto 

CEBC  . 

Puesto que BECD // , podemos aplicar Elementos 6.2 (8.2.8) para deducir que  

CEACDBAD :::: , y puesto que CEBC  , llegamos al resultado que queríamos 

obtener. 

Trazo nuevamente la recta paralela a CD por B y sea E su punto de corte con la recta 

AC. Nuevamente Elementos 6.2 nos garantiza que CEACDBAD :::: , pero por 

hipótesis BCACDBAD ::::: , de lo que deducimos que BCCE   (Elementos 5.9) 

Luego BCE  es isósceles y por tanto CBECEB  . 

Por paralelismo tenemos CEBACD   y CBEDCB  , luego por transitividad de 

la congruencia de ángulos llegamos a DCBACD   tal y como queríamos ver. 

 



8.2.10 Definición. Triángulos en posición de Tales.  

Diremos que dos triángulos ABC  y ''' CBA  están en posición de Tales cuando, 

nombrando los vértices adecuadamente, 'AA   , B‘ está en el segmento AB  y el lado 

''CB  es paralelo a BC . 

 
 

Observación. El punto C‘ estará en el segmento AC , pues ''CB  no puede cortar a BC  

y aplicamos el Teorema de Pasch (2.2.5) al triángulo ABC . 

 

8.2.11 Teorema. 

Si dos triángulos están en posición de Tales, sus segmentos correspondientes son 

proporcionales:  

 

 

'

'

'

'

AC

CC

AB

BB


 

 

Nota. En 8.3.6 se demostrará que el recíproco también es cierto. 

 

Demostración. Es una aplicación directa de Elementos 6.2 (8.2.8) 
 

8.2.12 Teorema. 

En geometría euclídea se cumple el postulado de la división de segmentos (4.5.1). 

 

Demostración. Sea AB  un segmento y n un número entero positivo 1n . 

Sea 1P  un punto que no pertenece a la recta AB (1.3.14). Sobre la semirrecta 1AP  

podemos definir los puntos nPPPPP ,...,,,, 4322 ,  de forma que 11 APPP kk  . Trazamos 

ahora la recta nBP , y las rectas que pasan por cada kP  y son paralelas a nBP .Cada una 

de estas rectas determinará un punto kQ de intersección con AB . Los puntos 

nQQQ ...,,, 21  dividirán el segmento en n partes iguales. 

 

8.2.13 Proposición. Determinación del cuarto proporcional. (Elementos 6.12) 

De la Proposición 6.2 podemos deducir un método muy simple para encontrar el cuarto 

proporcional a tres segmentos dados. 

Sean tres segmentos AB , CD  y EF , y queremos determinar un cuarto segmento GH  

tal que  

GHEFCDAB ::::  

 

Sea )(' BAopD  tal que CDBD ' . Tomamos un punto cualquiera G fuera de la recta 

AB , y sobre la semirrecta AG  marcamos 'F  tal que EFAF ' . Trazamos la recta 



'BF  y su paralela por 'D , que cortará AG  en un punto P. El segmento PF '  es el 

segmento buscado. 

 
Efectivamente, aplicando la Proposición 6.2 tenemos PFAFBDAB ':'::': , con 

CDBD '  y EFAF ' . 

 



8.3 Triángulos semejantes. 
 

8.3.1 Definición. Triángulos semejantes. 

Diremos que los triángulos ABC  y ''' CBA son semejantes cuando sean 

equiangulares, es decir, cuando podamos definir una biyección entre sus vértices  

''' CCBBAA   

 

de forma que 'AA  , 'BB  , y 'CC  .  

 

Por lo tanto la congruencia de triángulos es un caso particular de semejanza. 

Utilizaremos el símbolo   para representar la semejanza entre dos triángulos:  

''' CBAABC   

 

8.3.2 Teorema. Criterio AA de semejanza de triángulos. 

Si dos triángulos ABC  y ''' CBA  cumplen 'AA  , 'BB  , entonces son 

semejantes. 

 

Demostración. '' AAAA    y '' BBBB   por lo tanto, 

aplicando 6.3.14, 

'''

'''180

CCCCCBACBA

CBACBA




 

 

8.3.3 Teorema. Construcción de triángulos semejantes. 

Si ABC  es un triángulo, DE  un segmento y H es uno de los semiplanos fronterizos 

con DE , entonces existirá un único punto HF  tal que DEFABC  . 

 

Demostración. Dada la semirrecta DE , existirá una única semirrecta DF  tal que 

FDECABA  , con HF . 

De la misma forma, existirá una única semirrecta EG  tal que DEFABCB  , 

con HG . 

180180  GEDFDEBA , por lo que, aplicando PQE (6.3.2),  las 

rectas DF  y EG  se cortarán en un punto HP . 

 

Ahora, aplicando el criterio AA de semejanza (8.3.2), DEPABC  . 

 

8.3.4 Teorema. Criterio SAS de semejanza de triángulos. 

Si ABC  y ''' CBA  son dos triángulos tales que 'AA   y 
'''' CA

AC

BA

AB
 , entonces 

son semejantes. 

 

Demostración. Si ''BAAB  , entonces ''CAAC   y aplicando SAS son congruentes, y 

por tanto semejantes. 

 

Supongamos que ABBA '' , luego existirá '''' BAB   tal que '''BAAB  , también se 

cumplirá ACCA '' , y por tanto existirá '''' CAC   tal que '''CAAC  . Claramente 

''''' CBAABC   por el criterio SAS, luego ABCCBA  '''''  y ACBBCA  ''''' . 



 

 
 

''

'''

''

'''

''

'''

''''''

'''

CA

CA

BA

BA

CA

CA

CA

AC

BA

AB

BA

BA
  

 

Y podemos aplicar 8.1.6 para deducir que ''//'''' CBCB . Pero entonces 

'''''''' CBACBA  , pero entonces '''''''' CBACBAABC   y de la misma 

manera '''''''' BCABCAACB  , es decir, los triángulos son semejantes aplicando 

el criterio AA (8.3.2). 

 

8.3.5 Proposición. 

En un triángulo ABC , sean 'B   en AC  y 'C  en AB  de forma que CBAC  '' . 

Entonces 

BCAB  '' , ACBBAC  ''  y BCCBCB ''   

 
 

En particular, 'CC  será una altura si y solo si 'BB  es una altura. 

 

Demostración. Si CBAC  '' , por el criterio AA de semejanza de triángulos está 

claro que BCAB  ''  y ACBBAC  '' . 

Puesto que ACBBAC  '' , tendremos  
AB

AC

AB

AC

AB

AB

AC

AC


'

'''
, es decir, que los 

triángulos BAB'  y CAC '  tienen dos lados proporcionales y comparten el mismo 

ángulo correspondiente, luego son semejantes por el criterio SAS de semejanza: 

BABCAC ''   

 
 

luego CACBAB ''  y por suplementarios, BCCBCB ''  . 



8.3.6 Teorema. Criterio SSS de semejanza de triángulos. 

Dos triángulos ABC  y DEF  son semejantes si y solo si sus lados correspondientes 

son proporcionales: 
EF

BC

DF

AC

DE

AB
 . 

 
 

Demostración. Supongamos que tienen los lados proporcionales. Si DEAB   entonces 

DFAC   y EFBC   y los triángulos son congruentes por el criterio SSS de 

congruencia de triángulos, luego son semejantes.  

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ABDE  . Sea DEB'  tal que 

'DBAB  . 

Se cumplirá también ACDF  , y sea DFC'  tal que 'DCAC  . 

 
 

 

Entonces 
DF

DC

DF

AC

EF

BC

DE

AB

DE

DB ''
 , luego aplicando el criterio SAS de semejanza 

tendremos que ''CDB  y DEF  son semejantes.  

Por otro lado, ''
'''

CBBC
BC

EF

AB

DE

DB

DE

CB

EF
 , y por tanto los triángulos ABC  

y ''CDB  son congruentes por el criterio SSS de congruencia de triángulos. 

Finalmente DEFABCDEFCDBABC  '' . 

 

Recíprocamente, si los triángulos son semejantes, sus lados serán proporcionales por el 

Teorema del Lado Deslizante (8.1.7=8.2.8). 



8.4 El Teorema de Pitágoras. 
 

8.4.1 Teorema. El Teorema del cateto y el Teorema de la altura. 

Sea ABC  un triángulo rectángulo en C y trazamos su altura CD correspondiente al 

vértice C. Internamente quedan determinados dos triángulos también rectángulos 

ACD  y BCD . Sean BCa  , ACb   , ABc  , ADm   y DBn  , (y por tanto 

nmc  ). Entonces: 

 

 

a) cmb 2  (―Primer Teorema del cateto‖) 

b) cna 2  (―Segundo Teorema del cateto‖) 

c) nmh 2  (―Teorema de la altura‖) 

d) Recíprocamente, si se cumple cmb 2 , 

entonces el triángulo ABC  es rectángulo en C. 

 

Demostración. 

a) El triángulo ACD  es semejante al triángulo ABC  porque ambos son triángulos 

rectángulos y comparten el mismo ángulo en A. Por lo tanto: 

cmb
b

m

c

b
 2  

 

b) Es el mismo razonamiento: El triángulo BCD  es semejante al triángulo ABC  

porque ambos son triángulos semejantes compartiendo el mismo ángulo en B. Por lo 

tanto: 

cna
a

n

c

a
 2  

 

c) Por ser los dos triángulos ACD  y BCD  semejantes entre ellos (ambos son 

semejantes a ABC ), tenemos que 

nmh
n

h

h

m
 2  

 

d) El razonamiento del apartado a) es perfectamente reversible: Si se cumple cmb 2 , 

es decir, 
b

m

c

b
 , entonces los triángulos ADC  y ABC  son semejantes por el criterio 

SAS (8.3.4), y por tanto ADCC   que es recto. 

 



8.4.2 Teorema. El teorema de Pitágoras. (Elementos 1.47) 

En todo triángulo ABC  rectángulo en C se cumple: 

 

 
222 ACBCAB   

 

Demostración. Es una consecuencia directa de los resultados anteriores (8.4.1):  
222 )( ccccmncmcnba   

 

Demostración de Elementos 1.47: Sea ABC  un triángulo rectángulo en A. 

Construimos los cuadrados BCDE , ABFG  y ACHI sobre cada uno de los tres lados. 

 
 

Los puntos G, A y C están alineados pues forman ángulos suplementarios (3.5.8). 

De la misma forma deducimos que los puntos B, A y I están alineados. 

Puesto que ABFCBE   (ambos son rectos), tenemos que  

CBFABFABCCBEABCABE   

pero también BEBC    y BFBA   pues son cuadrados, luego por el criterio SAS de 

congruencia de triángulos deducimos que ABEFBC  . 

Trazamos la recta paralela a BE  por A, que cortará a BC  en el punto J y a ED  en el 

punto K. 

El área del rectángulo BEKJ  es el doble de la del triángulo ABE , pues ambos tienen 

la misma base BE  y están delimitados por las mismas rectas paralelas AKBE // .  

De la misma forma, el área del cuadrado FBAG  es el doble de la del triángulo FBC , 

pues ambos tienen la misma base FB  y están delimitados por las mismas rectas 

paralelas CGFB // . 

Y puesto que acabamos de ver que ambos triángulos son congruentes, tendrán la misma 

área, por lo que el rectángulo BEKJ  tendrá el mismo área que el cuadrado FBAG . 

(En este punto, Euclides utiliza la noción común ―si dos cosas son iguales sus dobles 

también serán iguales‖ sin haberla declarado previamente) 

De la misma se demuestra que el área del rectángulo JCDK es igual al área del 

cuadrado ACHI . 

Puesto que el cuadrado BCDE  es unión disjunta de  los rectángulos BEKJ  y ACHI , 

su área será la suma de ambos, es decir, de los cuadrados FBAG  y ACHI , tal y como 

queríamos ver. 

 

Problemas propuestos: PB/4, PB/7.

http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasBasicosGeometria.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasBasicosGeometria.pdf


8.4.3 Teorema. El recíproco del teorema de Pitágoras. (Elementos 1.48) 

Todo triángulo ABC  que cumpla 222 ACBCAB   es rectángulo en el vértice C. 

 

Demostración. Sea un triángulo ABC , y BCa  , ACb  , y ABc  . 

Sabemos que se cumple 222 cba  . 

Construimos un triángulo ''' CBA  rectángulo con los catetos a y b. 

En este triángulo podemos aplicar el teorema de Pitágoras: 

cBAcBAcabCBCABA  '')''()''()''()''( 22222222  

Y por tanto podemos aplicar el criterio SSS de semejanza de triángulos:  

''' CBAABC  , y por tanto CC  ' será recto. 

 

Demostración de Elementos 1.48: 

Por comodidad denotaremos por AB el cuadrado construido sobre el segmento AB , y 

denotemos por  AB  su área. 

Sea ABC  un triángulo en el cual se cumple      ACABBC  . Queremos ver que 

BAC  es un ángulo recto. 

Trazamos la perpendicular al lado AC  y sea D un punto de dicha perpendicular tal que 

ABAD  . 

 

Puesto que ABAD   se deduce que    ABAD  .  

Puesto que el triángulo ADC es recto en A, podemos aplicar en este triángulo el 

Teorema de Pitágoras para deducir que      ACADCD  , luego 

           BCACABACADCD   

Luego    BCCD   y por tanto BCCD   (aquí Euclides aplica la propiedad de que si 

dos cuadrados tienen la misma área entonces tienen el mismo lado sin haberla 

demostrado antes) 

Así pues, BCCD  , ABAD   y ACAC  , luego podemos aplicar el criterio SSS de 

congruencia de triángulos para deducir que ABCADC  , y por tanto 

DACBAC   que es un ángulo recto. 

 

Nota histórica. Aunque en Occidente asociamos este teorema a la figura de Pitágoras 

de Samos (580-500AC aprox.), uno de los grandes matemáticos de la antigua Grecia,  

podemos encontrar este resultado en documentos chinos mucho más antiguos, por 

ejemplo en el principio del Zhou-Bi Suan-Jing, alrededor del 1100AC. 

 



8.4.4 Lema. 

Para cualquier par de puntos X, Y  de una recta AB  se cumple 
2222 YBYAXBXAYX   

 

Demostración.   Es trivial.  

  Introducimos coordenadas en la recta. Sean bayx ,,,  números asociados 

respectivamente a los puntos BAYX ,,, . 

 

 

YXyxabyabx

ybyaxbxa

bybyayaybxbxaxax

byaybxaxYBYAXBXA









)()(

2222

)2(2)2(2

)()()()(

22222222

22222222

 

 

8.4.5 Teorema. Caracterización métrica de los puntos de una perpendicular. 

Sea E un punto de una recta AB , y sea r la recta perpendicular a AB  que pasa por E. 

  

 

 

 

 
2222 EBEAPBPArP 

 

Demostración.Es una aplicación directa del Teorema de Pitágoras. 

Sea s la recta perpendicular a AB  que pasa por P, y sea F su punto de corte con AB . 

Aplicando la primera parte de esta misma demostración tenemos que  
2222 FBFAPBPA  , y puesto que, por hipótesis, 2222 EBEAPBPA  , 

llegamos a 2222 EBEAFBFA  , y por tanto, aplicando el lema anterior, FE  .  

Finalmente, por unicidad de las rectas perpendiculares, rsP  . 

 

8.4.6 Teorema. Caracterización métrica de dos segmentos perpendiculares. 

Dados cuatro puntos DCBA ,,,  del plano,  

 

 

 

 
2222 BDBCADACCDAB 

 

Demostración. Este teorema se demostrará en 20.7.6 dentro del contexto de un plano 

complejo. Es el apartado a del problema 4.26. 



8.5 Algunos triángulos notables. 
 

8.5.1 Teorema. Primera caracterización del triángulo 30-60-90. 

 

 

Un triángulo ABC  tiene ángulos 30º-60º-90º si y sólo si es 

un triángulo rectángulo cuya hipotenusa mide el doble que el 

cateto más corto.

 

Demostración. Sea un triángulo ABC  tal que º90A , º60B  y º30C . 

Prolongamos el lado AB hasta un punto D tal que .ABAD   

 

 

 

Los triángulos DAC  y BAC  son congruentes por el criterio 

SAS. 

Por lo tanto º60 ABCADCBDC  y 

º30 ACBDCA . 

Así pues, º60º30º30  ACBDCADCB , es decir, el 

triángulo DCB es equiangular, luego equilátero por 3.8.6, por lo 

que BC=DB y ADBA   con lo que ABBD 2 , y finalmente 

ABBC 2 , como queríamos ver. 

Recíprocamente, supongamos que tenemos un triángulo rectángulo ABC , con 

º90A  y ABBC 2 . Como hemos hecho anteriormente, prologamos el lado AB 

hasta un punto D tal que ABAD  . Los triángulos DAC  y BAC  son congruentes 

por el criterio SAS. Luego BCDC  . Y puesto que también 

BCABABDADB  2 , el triángulo DCB  será equilátero, y por tanto 

equiangular por 3.8.6, por lo que º60 DBCABCA . Por último, 

º306090180180  BAC . 

 

8.5.2 Teorema. Segunda caracterización del triángulo 30-60-90. 

 

 

 

Un triángulo ABC  tiene ángulos 30º-60º-90º si y sólo 

si sus lados mantienen una proporción 2:3:1 . 

 

Demostración. Acabamos de demostrar que en todo triángulo 30-60-90 la hipotenusa 

BC  es el doble que el cateto más corto AB , y ABAC 3  se deduce por Pitágoras. 

Veamos ahora el recíproco: En primer lugar, se trata de un triángulo rectángulo, pues 

  2
2

2 132   y aplicamos el recíproco del teorema de Pitágoras (8.4.3). Y puesto que 

se trata de un triángulo rectángulo cuya hipotenusa mide el doble que el cateto más 

corto, basta aplicar la caracterización anterior. 

 

8.5.3 Teorema. El teorema del triángulo 45-45-90. 

Un triángulo ABC  tiene ángulos 45º-45º-90º si y sólo si es un triángulo rectángulo 

isósceles. 

 

Demostración.   Por definición.   Si es isósceles tendrá dos ángulos iguales y por 

ser un triángulo rectángulo el tercero será de 90º. Luego º45º180º902   . 



8.6 El Problema de Herón. 
 

8.6.1 Proposición. El Problema de Herón. 

Dos puntos A y B se encuentran al mismo lado de una recta r. Queremos encontrar un 

punto M en r para el cual la suma de distancias de A a M y de M a B sea mínima. 

 
 

Solución. Sea B‘ el punto simétrico de B respecto de r.  

Sea M‘ el punto de intersección entre AB‘ y la recta r. 

Tenemos 'MBMB  , y por la desigualdad triangular (3.7.10) aplicada al triángulo 

'AMB , '' ABMBAM  , cumpliéndose la igualdad sólo en el caso M=M‘. 

 
 

Añadimos un par de puntos E y D de la recta para denotar cómodamente los ángulos.  

El punto rABM  ''  está caracterizado por cumplir ''' BDMEAM  , y puesto que 

BDMBDM '''  , para cualquier punto M‘ de r, llegamos a la caracterización de M‘ 

como el punto de r para el cual BDMEAM ''  , es decir, el ángulo ―de entrada‖ 

(ángulo de incidencia) es igual al ángulo ―de salida‖ (ángulo de reflexión). 

 
 



8.7 Área de figuras semejantes. 
 

8.7.1 Proposición. (Elementos 6.19) 

Los triángulo semejantes guardan entre sí el cuadrado de la razón de sus lados 

correspondientes. 

 

Esta proposición, en lenguaje moderno, se podría escribir de la siguiente manera: 

Si ''' CBAABC  , con 
''BA

AB
 , entonces 

 
 

2

'''






CBA

ABC
. 

 

 

8.7.2 Corolario. (Elementos 6.20) 

Los polígonos semejantes se dividen en triángulos semejantes e iguales en número y 

homólogos a los (polígonos) enteros, y un polígono guarda con el otro el cuadrado de la 

razón que guarda el lado correspondiente con el lado correspondiente. 

 

 



9 Trigonometría. 

 
9.1 Las razones trigonométricas. 
  

9.1.1 Definición. Razones trigonométricas de ángulos agudos. 

Sea un ángulo agudo  . Sea A un punto arbitrario de uno de sus lados y sea B el pie de 

la perpendicular al lado opuesto de A. 

 
 

El triángulo AOB tendrá un ángulo recto y otro igual a  , luego sus ángulos serán 

independientes de la elección del punto A. Si tomamos puntos distintos obtendremos 

triángulos semejantes, luego podemos definir el seno y el coseno de   como las 

razones 

OA

AB
)sin(  , 

OA

OB
)cos(   y  0)tan(  OBsi

OB

BA
  

 

Observamos que podemos tomar el punto A a una unidad de distancia de O, y entonces 

el seno y el coseno de   son simplemente las longitudes de AB  y OB . 

 

Se define la cotangente de un ángulo como  

)tan(

1
)cot(


  , siempre que 0)tan(   

 

Nota histórica. El matemático, astrónomo y teólogo Bartholomaeus Pitiscus fue el 

primero en acuñar el término trigonometría en su libro Trigonometria: sive de solutione 

triangulorum tractatus brevis et perspicuus (1595). Es una obra en cinco volúmenes 

sobre trigonometría esférica y plana. 

En Thesaurus mathematicus (1613), Pitiscus mejoró las tablas trigonométricas y el 

Magnus Canon doctrinæ triangulorum de Georg Joachim Rheticus. 

 

 
Fuente: M. Macho 



9.1.2 Definición. Razones trigonométricas de ángulos obtusos. 

Las definiciones de seno y coseno valen tal cual para ángulos obtusos, pero en este caso 

convendremos en que el coseno tiene signo negativo. 

 

 
 

9.1.3 Teorema. La propiedad fundamental de la trigonometría. 

 

1)(cos)(sin 22    

 

Demostración.  

)(cos)(sin

1

22

22

2

2

2

2

2

22

2

2
222

 























AB

AC

AB

BC

AB

AC

AB

BC

AB

ACBC

AB

AB
ACBCAB

 

 

9.1.4 Teorema. El Teorema del coseno (Elementos 2.13). 

 

 

  

 

 Acbcba cos2222   

 

Demostración. Trazamos la perpendicular por AB a C. Sea D su punto de corte con AB. 

 

 
 

Aplicando Pitágoras al triángulo rectángulo ADC tenemos: )1(222 bhx   

Y de la misma forma aplicando Pitágoras al triángulo BDC:   222
ahxc   

Por lo tanto:   

  )1(22 2222222222
acxcbahcxxcahxc   

Por definición de coseno: Abx
b

x
A coscos   

Y substituyendo en la igualdad anterior llegamos a: 222 cos2 aAbccb   

 

Podemos realizar una demostración similar en el caso que el triángulo ABC sea obtuso. 



9.1.5 Teorema. Teorema del seno ("versión ampliada"). 

Sea ABC  un triángulo, O el centro de su circunferencia circunscrita y R el radio de 

esta circunferencia.  

 

 

 

 

 

R
C

c

B

b

A

a
2

sinsinsin


 

Demostración. Se demostrará en 11.6.4. 

 

Problema propuesto: 6.52. 

 

9.1.6 Corolario. Teorema de Stewart. 

Dada una ceviana AD  de un triángulo ABC , se cumple 

 

 

 

DCABBDACBCDCBDBCAD 222 

 

Demostración. Aplicando el Teorema del Coseno (9.1.4) al triángulo ABD : 

ADBD

ADBDAB
ADBCosADBCosADBDADBDAB






2
)()(2

222
222  

Aplicando este mismo teorema al triángulo ACD : 

)(2222 ADCCosADDCADDCAC   

 

Puesto que son ángulos suplementarios, )()( ADBCosADCCos  . 

 

BCADBCBDDCDCABBDAC

DCBDADBDDCBDDCDCABBDAC

DCADDCBDDCABBDADBDDCBDAC

ADBDABDCBDADBDDCBDAC

BD

ADBDAB
DCADDCAC

ADBD

ADBDAB
ADDCADDCAC




















222

222

222222

222222

222
222

222
222

)()(

2
2

 

 

Nota biográfica. Este teorema fue publicado por Matthew Stewart en 1745. 

Nota: El llamado "Teorema de Apolonio" es un caso particular del Teorema de Stewart 

cuando la ceviana es una mediana (Ver 11.5.5)



9.1.7 Teorema. Versión trigonométrica del Teorema de Ceva. 

Dado un triángulo ABC  y tres cevianas AD , BE  y CF , son equivalentes: 

 

 

a) AD , BE  y CF  son concurrentes, es 

decir, pasan por un mismo punto P. 

 

b) 1
sinsinsin

sinsinsin






FCAEBCDAB

CADBCFABE
 

 

c) 1




CEBDAF

EADCFB
 

 

Observación: En 11.2.1 se demuestra )) ca   

 

Demostración. 

)) ba   

Aplicando el Teorema del Seno al triángulo ABP : 

PB

AP

BAD

ABE

AB

APB

PB

BAD

AP

ABE















sin

sinsinsinsin
 

Aplicando el Teorema del Seno al triángulo APC : 

AP

PC

ACF

DAC

AC

APC

AP

ACF

PC

DAC















sin

sinsinsinsin
 

Aplicando el Teorema del Seno al triángulo BPC : 

PC

PB

EBC

FCB

BC

BPC

PB

FCB

PC

EBC















sin

sinsinsinsin
 

Multiplicando estas tres igualdades obtenemos la igualdad deseada: 

1
sin

sin

sin

sin

sin

sin














PC

PB

AP

PC

PB

AP

EBC

FCB

ACF

DAC

BAD

ABE
 

)) cb   

Aplicando el Teorema del Seno al triángulo AFC : 

FCA

AFC

AF

AC

AFC

AC

FCA

AF









 sin

sin

sinsin
 

 

Aplicando el Teorema del Seno al triángulo FCB : 

CFB

FCB

BC

FB

CFB

BC

FCB

FB









 sin

sin

sinsin
 

 

Puesto que º180 BFCAFC  tenemos que BFCAFC  sinsin , y 

multiplicando ambas expresiones llegamos a  

FCA

FCB

CFB

FCB

FCA

CFB

CFB

FCB

FCA

AFC

BC

FB

AF

AC


























sin

sin

sin

sin

sin

sin

sin

sin

sin

sin
 

 

Y de la misma manera llegamos a: 

DAB

DAC

AC

CD

BD

AB






sin

sin
 y 

EBC

ABE

AB

AE

CE

BC






sin

sin
 



Multiplicando las tres expresiones llegamos a  

FCA

FCB

DAB

DAC

EBC

ABE

AB

AE

CE

BC

AC

CD

BD

AB

BC

FB

AF

AC
















sin

sin

sin

sin

sin

sin
 

 

La parte de la izquierda, una vez simplificados los elementos repetidos, es la expresión 

del apartado c). La parte de la derecha es, por hipótesis, igual a 1. 

 

)) ac   

Sea P el punto de corte de las cevianas AD  y BE, y sea 'F  el punto de corte de la recta 

CP  con el lado AB . Tenemos que demostrar que 'FF  . 

Por hipótesis se cumple 

1




EADCFB

CEBDAF
 

 

Y, puesto que tenemos demostrado ))) cba  , se cumplirá también 

1
'

'






EADCBF

CEBDAF
 

Luego  

BF

AF

FB

AF

EADCBF

CEBDAF

EADCFB

CEBDAF

'

'

'

'










. 

 

Esto sólo puede pasar cuando 'FF  . 

 

Problema propuesto: 5.12. 

 

9.1.8 Teorema. Ley del paralelogramo. 

Dado un paralelogramo ABCD  se cumple: 

 

 

 

 

 

 ADABBDAC  222  

 

Demostración. Es un corolario del Teorema del coseno (9.1.4),  

en el triángulo ADC , )(2222 ADCCosCDADCDADAC   

en el triángulo ADB , )(2222 DABCosABADABADBD   

 

Solo hay que sumar las dos igualdades anteriores, teniendo en cuenta que en un 

paralelogramo los lados opuestos son congruentes, y que ADC  y DAB  son ángulos 

suplementarios, y por tanto )()( DABCosADCCos  , 

 

Problema propuesto: 7.48.



9.2 Área mediante trigonometría. 
 

9.2.1 Teorema. Área del triángulo mediante trigonometría. 

Sea un triángulo ABC . Entonces 

 

 

 

 
2

sin CABACAB
ABC


  

 

Demostración. Trazamos una perpendicular CD  por el vértice C del triángulo.  

 
 

Luego ACD  será un triángulo rectángulo y por tanto  

AACCD
AC

CD
A sinsin  , y por tanto  

2

sin

2

AACABCDAB
ABC





  

 

Observación. Aunque hemos demostrado este teorema para el caso en que el triángulo 

es agudo, un razonamiento similar sirve para los casos de triángulos rectángulos y 

obtusos. 

 

Problema propuesto: 6.2. 

 

9.2.2 Proposición. Área de un triángulo mediante una ceviana. 

Dado un triángulo ABC  y un punto D en AB ,  

 

 

 

  )sin(
2

1
ADCCDABABC 

 

Demostración. 

     

  )sin(
2

1
)sin(

2

1

)sin(
2

1
)sin(

2

1

ADCABCDBDADADCCD

CDBCDBDADCCDADCDBADCABC





 

Observación. Esta igualdad se puede extender para puntos D fuera del segmento AD . 

Ver solución alternativa del Problema DE/12.14



9.2.3 Corolario.  

Dado un triángulo ABC  y tres cevianas AD, BE y CF, concurrentes en un punto P en 

su interior, entonces 

 

 

a)  
 
 ABC

APB

CF

PF




  

 

b) 1
CF

PF

BE

PE

AD

PD
 

 
"Teorema de Gergonne"

 

Demostración. a)   )sin(
2

1
AFCCFABABC   y   )sin(

2

1
AFPPFABAPB  , 

 y por tanto 
 
  CF

PF

AFCCFAB

AFPPFAB

ACB

APB











)sin()2/1(

)sin()2/1(
 

 

b) 
 
 

 
 

 
 

     
 






















ABC

APBAPCBPC

ABC

APB

ABC

APC

ABC

BPC

CF

PF

BE

PE

AD

PD
 

 
 

1





ABC

ABC
 

 

9.2.4 Corolario. Área de un cuadrilátero. 

El área de un cuadrilátero es igual a 1/2 del producto de las diagonales por el seno del 

ángulo que comprenden. 

 

 

 

 

 
2

sin


BDAC
ABCD  

 

Demostración. Sea P el punto de corte de las dos diagonales. Sea DPA . 

     

   
2

sin

2

sin

2

sin

2

)sin(

2

sin

2

)180sin(

2

sin






























DPACACDPPCPADP

PCDPPADPPCDPPADP

DPCDPADAC

 

De la misma forma:  
2

sin


PBAC
BAC  

Y por tanto 

     
 

2

sin

2

sin

2

sin

2

sin DBACPBDPACPBACDPAC

BACDACABCD















  



9.2.5 Proposición. Área de un paralelogramo en función de sus lados. 

 

 

 

 

  sin ADABABCD  

 

Demostración. Trazamos la diagonal BD  que descompone el paralelogramo en dos 

triángulos congruentes, y por tanto con la misma área: 

 

    


sin
2

sin
22 


 ADAB

ADAB
ABDABCD  

 

Problema propuesto: 6.25. 

 

 

9.2.6 Proposición. Área de un trapecio en función de sus bases y sus ángulos.  
 

 

 

 
 








sin2

sinsin)( 22 ab
ABCD  

 

 

Demostración. Trazamos la paralela a AD por C que cortará a AB en un punto E.  

 

 
 

     

)1(
2

sin)(

22
sin

2
sin

2

sin)(
sin





















 













bacab
ac

ab
ac

abc
caEBCAECDABCD

 

 

Por otro lado, aplicando la fórmula del seno,  

 

   
)sin(

sin

))(180sin(

sin

))(180sin(sin 







 














abab
c

abc
, y por tanto 

2

sinsin)(

2

sinsin))((
)1(

22  ababba 



  



9.2.7 Proposición. Caracterización de los trapecios isósceles en un plano euclídeo. 

Dado un trapecio ABCD en un plano euclídeo, con BCAD // , son equivalentes: 

a) Los ángulos en los extremos de una base son congruentes. 

b) Los lados laterales son congruentes. 

c) Sus diagonales son congruentes. 

 

 
 

Demostración.  

)) ba   Trazamos la recta paralela r a AB que pasa por D. Dicha recta no puede ser 

paralela a BC, puesto que entonces ADrADBCr //////  , pero ADrA  , llegando 

al absurdo. Sea E su punto de corte con BC. 

 

 
 

El cuadrilátero ADEB  es un paralelogramo, luego, si se cumple la condición (a), es 

decir, DECABC  , y puesto que DCBABC   se llega a DCBDEC  . 

Luego DEC  es isósceles, y por tanto DEDC  . Pero por ser ADEB  un 

paralelogramo, ABDE  , y por transitividad de la congruencia de segmentos llegamos 

finalmente a DCAB  . 

Si se cumple la condición (b), ABDC  , por ser ADEB  un paralelogramo tendremos 

DEAB  , y por tanto DEDC  , luego, por la caracterización de los triángulos 

isósceles, DCEDEC  , y puesto que DECABC  , llegamos a 

DCBABC  . 

 

)) ca   Basta aplicar el criterio SAS de congruencia a los triángulos ABC  y DCB , 

para deducir que si se cumplen (a) y (b), entonces BDAC  . 

 

)) bc   Puesto que BCAD // , aplicando 8.2.5, los triángulos ABC  y DBC  tendrán 

el mismo área. Luego, aplicando 9.2.1, y teniendo en cuenta que ACBD  , llegamos a 

ACBDBC  sinsin . Puesto que ambos ángulos son agudos o ambos son obtusos, se 

deduce que ACBDBC  . Ahora sólo falta aplicar el criterio SAS de congruencia 

para deducir que DCBABC   y por tanto CDAB  . 

 



9.3 Identidades trigonométricas. 
 

9.3.1 Teorema. Las identidades trigonométricas. 

 

Suponemos la existencia de dos funciones reales, a las que llamaremos seno y coseno, y 

representaremos por sin y cos, que satisfacen las siguientes tres propiedades: 

 

(a) Dominio de definición: Las funciones sin i cos estan definidas en toda la recta real. 
 

(b) Valores especiales: 1)90sin()0cos(  , 1)180cos(   

 

(c) Coseno de la diferencia:   yxyxyx sinsincoscoscos   

 

Entonces estas dos funciones cumplirán las siguientes propiedades:  

 

(d) La identidad pitagórica: 1)(cos)(sin 22  xx  

 

(e) Nuevos valores especiales: 0)180sin()90cos()0sin(   

 

(f) El coseno es una función par: )cos()cos( xx  . 

 

(g) )sin()90cos( xx   

 

(h) El seno es una función impar: )sin()sin( xx   

 

(i) )cos()90sin( xx   , )sin()90cos( xx   

 

(j) Periodicidad: )sin()360sin( xx  , )cos()360cos( xx   

 

(k) Fórmulas de la suma y diferencia de ángulos: 

 









yxyxyx

yxyxyx

sinsincoscos)cos(

sincoscossin)sin(
 

 







yxyxyx

yxyxyx

sinsincoscoscos

sincoscossin)sin(
 

 

yx

yx
yx

tantan1

tantan
)tan(




  

yx

yx
yx

tantan1

tantan
)tan(




  

 

(l) Identidades "Suma-A-Producto": 

 
















2
cos

2
cos2coscos

2
cos

2
sin2sinsin

yxyx
yx

yxyx
yx

 















2
sin

2
sin2coscos

2
sin

2
cos2sinsin

yxyx
yx

yxyx
yx

 
  



(m) Fórmulas para el ángulo doble: 

  

 

 

 


















x

x
x

xxxxx

xxx

2

2222

tan1

tan2
2tan

sin211cos2sincos2cos

cossin22sin

 

 

(n) Fórmulas para el ángulo mitad: 

  

 

 















2

)cos(1
2/sin

2

1)cos(
2/cos

2

2

x
x

x
x

     

 

 























)cos(1

)sin(

)sin(

)cos(1
2/tan

)cos(1

)cos(1
2/tan2

x

x

x

x
x

x

x
x

 

  

(o) Identidades "Producto-A-Suma": 

  














)sin()sin(cossin2

)cos()cos(sinsin2

)cos()cos(coscos2

yxyxyx

yxyxyx

yxyxyx

 

  

(p) Fórmulas para el ángulo triple: 

  










xxx

xxx

3

3

cos4cos33cos

sin4sin33sin
 

 

(q) Fórmulas para el ángulo cuádruple: 

  










1cos8cos84cos

sincos4sincos84sin

24

3

xxx

xxxxx
 

 

(r) Tangente de la semisuma y la semidiferencia: 

  



























yx

yxyx

yx

yxyx

coscos

sinsin

2
tan

coscos

sinsin

2
tan

 

 

(s) Las "fórmulas T": 

 Si 









2
tan


t  , llavors:       

21

2
sin

t

t


   ,  

2

2

1

1
cos

t

t




   ,  

21

2
tan

t

t


  

 

 

Demostración.  

Se encuentran en TR/5.1 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/Trigonometria.pdf


9.3.2  Ejercicio. 

En todo triángulo ABC  se cumple: 

a) BACCABCBACBA coscossincoscossincoscossinsinsinsin   

b) 1cotcotcotcotcotcot  BACACB  

 

Demostración. 

 

CBABACCABCBA

BABACCABBA

BACCBACBA

CBA

sinsinsincoscossincoscossincoscossin

)sinsincos(cossincoscossincossin

)cos()sin(cos)sin()sin()180sin(0

º180









 

 

Luego 

BACCABCBACBA coscossincoscossincoscossinsinsinsin   

 

BACACB
BA

BA

CA

CA

CB

CB

CBA

BACCABCBA

cotcotcotcotcotcot
sinsin

coscos

sinsin

coscos

sinsin

coscos

sinsinsin

coscossincoscossincoscossin
1








 

 

 

 

Problemas propuestos: 6.24, 6.26. 

 



9.3.3 Tabla. Razones trigonométricas de los ángulos más importantes. 

 

Ángulo Sin Cos Tan Csc Sec Cot 

0º 

 

0 

 

1 0   1   

15º  13
4

2
   13

4

2
  32    132    132   32   

30º 
2

1
 

2

3
 

3

3
 2 3/32  3  

45º 
2

2
 

2

2
 1 2  2  1 

60º 
2

3
 

2

1
 3  3/32  2 

3

3
 

75º  13
4

2
   13

4

2
  32    132    132   32   

90º 

 

1 

 

0   1   0 

105º  13
4

2
   13

4

2



  32   132    132    32  

120º 
2

3
 

2

1
 3  3/32  2  

3

3
  

135º 
2

2
 

2

2
 1  2  2  1  

150º 
2

1
 

2

3
 

3

3
  2 3/32  3  

165º  13
4

2
   13

4

2



  32   132    132    32  

180º 

 

0 

 
1  0   1    

 

Fuente: Handbook of Mathematical Functions With Formulas, Graphs, and Mathematical Tables (Abramowitz, Stegun, 1972) 
 





10 Circunferencias. Cuadriláteros cíclicos. 
 

Una circunferencia puede no ser redonda. 

Ninguno comprendíamos el secreto nocturno de las pizarras 

ni por qué la esfera armilar se exaltaba tan sola cuando la mirábamos. 

Sólo sabíamos que una circunferencia puede no ser redonda 
y que un eclipse de luna equivoca a las flores 

y adelanta el reloj de los pájaros. 

Ninguno comprendíamos nada: 
ni por qué nuestros dedos eran de tinta china 

y la tarde cerraba compases para al alba abrir libros. 

Sólo sabíamos que una recta, si quiere, puede ser curva o quebrada 
y que las estrellas errantes son niños que ignoran las aritmética. 

 
Rafael Alberti, Los ángeles colegiales, en Sobre los ángeles (1929) 

 

 

En esta sección desarrollamos en un plano euclídeo los resultados sobre circunferencias, 

cuerdas y tangentes introducidos en el apartado 4.3 en el contexto de un plano de 

Hilbert. 

 
 

10.1 Ángulos inscritos y cuerdas. 
 

10.1.1 Teorema. Teorema del ángulo central. (Elementos 3.20) 

En un círculo, el ángulo correspondiente al centro es el doble del correspondiente a la 

circunferencia, cuando los ángulos tienen como base la misma circunferencia. 

 

 
 

Además, esta propiedad caracteriza los puntos de dicha circunferencia. 

 

Demostración. Trazamos el radio AO 

 
 





2)(222

21802180360)2º180()2º180(º360



COB
 

 

Problema propuesto: 7.22.



10.1.2 Corolario. 

Dos ángulos inscritos en una circunferencia abarcando cuerdas congruentes serán 

congruentes:  

 

 

 

 

 

RBSPAQRSPQ   

 

Demostración. Los triángulos PQO  y  RSO  serán congruentes por el criterio SSS, 

luego ROSPOQ  . Aplicando 10.1.1, RBSROSPOQPAQ 
2

1

2

1
. 

 

 
 

10.1.3 Proposición. El Arco Capaz. 

Dado un segmento AB  y un ángulo  , existirá un arco en el que todo punto P del 

mismo cumple APB . A dicho arco le llamaremos arco capaz. 

 

 
 

Un observador que se moviera por dicho arco siempre vería el segmento con el mismo 

ángulo  . 

 



Para encontrar el arco capaz procederemos de la siguiente manera: 

Trazamos la mediatriz r del segmento AB . 

Trazamos una semirrecta s con un ángulo   sobre el extremo A del segmento. 

Trazamos la perpendicular t a s por A. 

Sea O el punto de intersección entre r y t. 

El arco capaz será la circunferencia de centro O y radio OBOA . 

En efecto, Sea M el punto medio de AB . 

Los triángulos AMO  y BMO  son congruentes, pues son dos triángulos rectángulos 

con catetos congruentes. Luego OBAOAB 90 , y BOAO  , es decir, el 

triángulo ABO   es un triángulo isósceles con  2)90(2180 AOB  

 

 
 

Por 10.1.1, los puntos de la circunferencia con centro O y radio AO  abarcarán un 

ángulo igual a la mitad del central, es decir, igual a  . 

 

 
 



10.1.4 Teorema. Teorema de Tales. (Parte de Elementos 3.31) 

 

 

Dada una circunferencia de diámetro AB , todo ángulo 

ACB será recto si y sólo si está inscrito en dicha 

circunferencia. 

 

)(º90 ABCACB 

Demostración. Sea un triángulo ABC  cuyo lado AB  es el diámetro de una 

circunferencia de centro D. Supongamos que el tercer vértice pertenece a dicha 

circunferencia.  Trazamos el radio DC . Puesto que  BDCD  , el triángulo BCD  es 

isósceles en D y por tanto DCBDBC  .De la misma forma ADC  es isósceles 

en D, luego ACDDAC  . Así pues,  ACB . 

 

Ahora bien, prolongando el lado AC  hasta un punto E, sabemos que  

también  ECB  (Es un ángulo exterior), luego FCBACB  , y por tanto 

ambos ángulos son rectos. 

Recíprocamente, supongamos que tenemos un triángulo ABC  rectángulo en C. 

Trazamos la circunferencia de diámetro AB . Supongamos que C no está en esta 

circunferencia. 

Prolongamos la recta AC  hasta un punto D que sí pertenece a la circunferencia. 

 
 

Por la primera parte de esta demostración, ADB  será recto, pero ACB  también es 

recto, ambas rectas serán perpendiculares comunes a una misma recta por un punto 

exterior, luego DC   y por tanto C pertenecerá a la circunferencia. 

 
Nota histórica. Tales vivió en Mileto, una isla griega en la costa de Asia Menor, entre 625 y 546 AC, 

aproximadamente. Tenemos certeza de este periodo porque, según Herotodo, predijo un eclipse solar que 

se ha podido datar, con las técnicas modernas, exactamente el 28 de mayo del 585 AC. Tradicionalmente 

se ha señalado a Tales como el primer gran filósofo, matemático y científico griego. Se le considera 

precursor del rigor lógico en las demostraciones geométricas y del desarrollo práctico y teórico de la 

geometría en general. Entre otras muchas anécdotas atribuidas a Tales, se cuenta que, en un viaje a 

Egipto, Tales fue capaz de medir la altura de una pirámide midiendo su sombra justo en el momento del 

día en que los objetos proyectaban una sombra igual a su altura. 

 

Nota. Sobre la ambigüedad del nombre "Teorema de Tales", léase la Nota 2 en el apartado 8.2.8. 

 

Problema propuesto: 6.60.



10.2 Potencia de un punto respecto de una circunferencia. 
 

10.2.1 Teorema. Teorema de la potencia. 

Para cualquier par de cuerdas AB y CD que se corten en un punto P interior o exterior 

de la circunferencia. 

 

 

 

 

PDPCPBPA 

 

Demostración. a) Si el punto P es interior, trazamos los segmentos AC y BD. 

 

 
 

Los triángulos ACP  y DBP  son semejantes, pues PCBCAP   y 

PBDACP   al ser ángulos que abarcan un mismo arco (10.1.2). Luego sus lados 

son proporcionales: 

DPPCPBAP
PB

PC

DP

AP
  

 

b) Si el punto P es exterior. Trazamos los segmentos AC  y BD , con los que obtenemos 

dos triángulos PAC  y PDB  que serán semejantes pues comparten el ángulo en P y 

BDPBDBBACPAC   pues son ángulos que abarcan el mismo arco de la 

circunferencia (10.1.2) 

 

 
 

luego  PCPDPBPA
PB

PD

PC

PA




10.2.2 Teorema. Recíproco al Teorema de la Potencia. 

Dados cuatro puntos A, B, C y D del plano, y siendo CDABP  , si se cumplen las 

condiciones: 

i) P pertenece a AB  y CD , o bien no pertenece ni a AB  ni a CD . 

ii) PDPCPBPA   

 

Entonces los puntos A, B, C y D son cocíclicos. 

 

Demostración. Supongamos que un punto P cumple las dos condiciones i y ii anteriores. 

Sea 'D  el punto de corte entre la recta CD y la circunferencia circunscrita )(ABC . 

Aplicamos este mismo teorema para deducir que 'PDCPPBAP  . 

Puesto que, además, por hipótesis, se cumple PDCPPBAP  , se deduce 

directamente  PDCPPDCP  '  y por lo tanto PDPD ' . 

Luego, o bien 'DD  , tal y como queremos ver, o bien D y 'D  son puntos simétricos 

respecto de P. 

Pero, puesto que A, C, B y D‘ pertenecen a una misma circunferencia, se cumple que P 

pertenece a AB  y 'CD  o bien ni pertenece a AB  ni a 'CD , y si D y 'D  son puntos 

simétricos respecto de P, entonces deja de suceder la condición i, llegando a 

contradicción. Luego 'DD  . 

 

Nota. Es importante reseñar que si la condición PDCPPBAP  , por sí sola no 

garantiza que los cuatro puntos pertenezcan a una misma circunferencia: 

 

 

 

En la figura de la izquierda, 

PDCPPBAP  , pero no pertenecen 

a una misma circunferencia. 

 

Es necesario asegurarnos de que el punto P pertenece al interior de los dos segmentos 

AB  y CD , o no pertenece a ninguno de ellos. 

 

Problema propuesto: 5.40. 

 

Nota histórica: Carnot, en su obra De la corrélation des figures de la géometrie de 

1801, hizo notar que, trabajando con longitudes con signo, podemos considerar este 

teorema y 10.1.5 como un mismo resultado. En efecto, si P pertenece al interior de la 

circunferencia, APABPB  , y si P pertenece al exterior de la circunferencia, 

ABAPPB  , es decir, en el producto PBPA   solo cambia el signo: Positivo si P es 

un punto exterior y negativo si P es un punto interior. 

 



10.2.3 Proposición. 
El diámetro es siempre mayor que cualquier otra cuerda. 

 

Demostración. Sea una circunferencia c con centro O, sea CD  un diámetro y sea AB  

una cuerda que no sea diámetro, es decir, que no contenga el punto O. 

 
 

Entonces AOB  es un triángulo, y por tanto podemos aplicar la desigualdad triangular: 

OBAOAB   

Pero AO , OB , OC  y OD  son radios, luego ODOCOBAO  , y por tanto 

CDODCOOBAOAB   

 

10.2.4 Proposición. 

Cuerdas congruentes equidistan del centro. Recíprocamente, cuerdas que equidistan del 

centro son congruentes. 

 

Demostración. Sean AB  y CD  dos cuerdas congruentes de la misma circunferencia 

),( rOc . Trazamos los radios para completar dos triángulos AOB  y COD , que serán 

congruentes por el criterio SSS. 

 
 

Son dos triángulos isósceles en el vértice O y congruentes, por lo tanto sus respectivas 

alturas por el vértice O serán segmentos congruentes (3.11.5), y en consecuencia la 

distancia de cada cuerda al centro será la misma. 

 



10.2.5 Proposición. 

Dadas dos cuerdas, la mayor dista menos del centro. Recíprocamente, la que dista 

menos del centro es mayor. 

 

Demostración.  

 

Sean AB  y CD  dos cuerdas en la misma 

circunferencia ),( rOc . Sean D y E los pies de 

las perpendiculares respectivas por el centro 

O. Queremos ver que 

OEDOCDAB   

 

Supongamos que CDAB  . Existirá un 

punto F en el interior de CD  tal que 

CFAB  . 

 

En los triángulos ABO  y CFO  tenemos CFAB  , OCBO   y OBOF   (pues F 

pertenece al interior de la circunferencia), luego BAOFCO  . 

Sea G el punto medio de CF . D es el punto medio de AB y E es el punto medio de CD  

(3.11.1). 

 

 

Consideremos los triángulos ADO  y 

CGO : OCAO  , CGAD  , 

DAOGCO  , luego OGOD  . 

Por ser OEG  rectángulo en E , 

OEOG  , y por transitividad, 

OEOGOD  , tal y como queríamos ver. 

 

10.2.6 Ejercicio. Triángulo isósceles con alturas y punto medio. 

En un triángulo ABC , sea D el punto medio del segmento AB  y sean  'AA  y 'BB  

alturas. Demostrar que ''BDA  es isósceles. 

 
 

Solución. Ejercicio 1.1. 



10.2.7 Proposición. Caracterización angular de una recta tangente. 

Dado un triángulo ABC y P un punto exterior al triángulo, 

 

 

 

 

 

PA  es tangente a la circunferencia ACBPAB   

 

Demostración.Trazando el radio OB tenemos que BCABOA  2  por 10.1.1.  

 

 
 

OAOB  , luego BOA  es isósceles, y por tanto  90BAOABO . 

Puesto que por hipótesis PAO90 , tenemos 

  PABPABBAOPABPAO 9090 . 

  El razonamiento anterior es simétrico. Puesto que si BCA  entonces 

 90BAO , entonces  

º9090  BAOPABPAO  

es decir, AOPA  , y por tanto PA  es tangente a la circunferencia por 4.3.8. 

 

Observación: Al trabajar con ángulos sin signo, necesitamos garantizar que P sea un 

punto externo al triángulo. Pues en caso contrario no necesariamente sería tangente: 

 

 

 

 

ACBABP  ' , sin embargo AP' no es tangente a la 

circunferencia. 

 

 

Problema propuesto: 5.14. 



10.2.8 Teorema. Teorema de la Tangente-Secante. (Elementos 3.36 y 3.37) 

Sea P externo a una circunferencia  , y supongamos que P pertenece a una cuerda AB  

de  . Sea T . Entonces: 

 

TP es tangente a  BPAPTP  2  

 
 

En cuyo caso 222 rOPTP 

Demostración. Puesto que TP es tangente a la circunferencia, aplicamos la 

proposición anterior para deducir que PATBTP  , luego BTPTAP  , y por 

tanto 

2TPBPAP
BP

TP

TP

AP
  

 

La identidad 22 rOP   es una simple aplicación del Teorema de Pitágoras. 

 

Seguimos la demostración de Elementos 3.37: 

Trazamos una tangente QP a la circunferencia. 

 

 
Por ser QP tangente, se aplica la primera parte de esta misma demostración para deducir 

que BPAPPQ 2 , pero por hipótesis BPAPTP 2 , luego TPPQTPPQ  22 . 

Puesto que, además, OQOT  , aplicando el criterio SSS de congruencia de triángulos 

tenemos que OTPOQP  , y por tanto º90 OQPOTP . Luego, por 4.3.8a, la 

recta TP será tangente a la circunferencia. 

 



10.2.9 Proposición. Dos segmentos tangentes concurrentes son congruentes. 

 

 

 

 

BCAC   

 

Demostración. Trazando el segmento OC  encontramos dos triángulos rectángulos que 

comparten un cateto: OBOA  y la hipotenusa común OC . Luego, por el criterio HL 

(3.8.7) serán congruentes, y por tanto BCAC  . 

 

10.2.10 Teorema. Caracterización de los cuadriláteros con circunferencia inscrita. 

Un cuadrilátero tiene una circunferencia inscrita si y sólo si coinciden las sumas de los 

lados opuestos: 

 

 

 

 

 

dbca   

 

Demostración. Para demostrar su necesidad basta aplicar la proposición anterior a los 

ocho segmentos involucrados, que serán iguales dos a dos: 

 
 

dbtxzytzyxca   

 

(queda por demostrar la suficiencia) 

 

10.2.11 Teorema. El Teorema de la mariposa. 

Sea M el punto medio de una cuerda PQ  de una circunferencia. Sean AB  y CD  otras 

dos cuerdas que pasan por M. Sean X e Y los correspondientes puntos de corte de PQ  

con AD  y BC . Entonces M es el punto medio de XY . 



 
 

Demostración. Trazamos las perpendiculares 'XX  a AM por X y ''XX  a DM por X. De 

la misma forma trazamos las perpendiculares 'YY  a MB por Y y ''YY  a MC por Y. 

 
 

'

'
''''

YY

XX

MY

MX
MYYMXXYMYMXX   

''

''
''''''''

YY

XX

MY

MX
MYYMXXMYYXMX   

 

Aplicando el teorema 10.1.2:  

CY

AX

YY

XX
CYYAXXCYYXAX 

''

'
''''''  

BY

DX

YY

XX
YBYXDXYBYXDX 

'

''
''''''  

De lo que deducimos: 

BY

DX

CY

AX

YY

XX

YY

XX

YY

XX

YY

XX

MY

MX

MY

MX

MY

MX










'

''

''

'

''

''

'

'
2

 

Por otro lado, por 10.1.5, QXPXDXAX   y QYPYBYCY  , con lo cual 

))((

))((

MYQMMYPM

MQXMXMPM

QYPY

QXPX

BY

DX

CY

AX









  

Puesto que MQPM  ,  
22))(())(( XMPMPMXMXMPMMQXMXMPM   

22))(())(( YMPMMYPMMYPMMYQMMYPM   

 

Así pues, y utilizando la igualdad 
d

c

b

a

bd

ac

b

a





 , llegamos a  



YMXMYMXM
PM

PM

YMPM

XMPM

MY

MX
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MX
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2

2

1  

 

Y por tanto M es el punto medio del segmento XY. 

 

Observación 1. Esta demostración se debe a Coxeter y Greitzer (―Geometry 

Revisited‖, 1967, pág. 46), y es la que aparece en la wikipedia. 

 

Observación 2. En el apartado 12.2.6 se demostrará este teorema mediante técnicas 

proyectivas. 

 

10.2.12 Ejercicio. 

La cuerda común de dos circunferencias secantes es perpendicular al segmento que une 

sus centros. 

 
 

Demostración. APBQ  es una cometa pues BPAP   y BQAQ  , luego basta aplicar 

3.13.2 para deducir que PQAP  . 

 

10.2.13 Definición. Potencia de un punto respecto a una circunferencia. 

Se define la potencia de un punto P respecto a una circunferencia   de radio r como 

 
22),( rPOPp   

 

Por lo tanto, la potencia será positiva si el punto P es externo a la circunferencia, 

negativa si es un punto interno y cero si se encuentra en la propia circunferencia. 

 



10.2.14 Proposición. 

a) PBPAPp ),(   donde A y B son los puntos de corte de cualquier secante a la 

circunferencia  que pase por P. 

b) Si P es externo a la circunferencia, 2),( PTPp   donde T es el punto de corte entre 

  y su tangente por P. 

 

 
 

Demostración. Es una relectura del teorema 10.2.8. 

 

Problemas Propuestos: 7.47, 7.49, en 6.20 encontramos una bonita aplicación de estos 

conceptos básicos para la resolución de todo un problema IMO (Problema #2 del año 

2009). 



10.3 Polígonos regulares.  
 

10.3.1 Definición. Polígono regular. 

Diremos que un polígono es regular cuando todos sus ángulos y todos sus lados sean 

congruentes. 

 

10.3.2 Definición. Polígono inscrito en una circunferencia. 

Diremos que un polígono está inscrito en una circunferencia cuando todos sus vértices 

estén sobre la circunferencia; de la circunferencia diremos que está circunscrita al 

polígono. 

 

10.3.3 Teorema. 

Todo polígono regular de n lados se puede descomponer en n triángulos isósceles con 

ángulo central n/360  y ángulo lateral 









n

2
190 . Los ángulos internos de un polígono 

regular miden 









n

2
1180 . Todo polígono regular se puede inscribir en una 

circunferencia. 

 

Demostración. Sea un polígono regular nPPPPP ...4311 . 

Trazamos las mediatrices 1m  de 21PP  y 2m  de 32PP . No pueden ser paralelas pues son 

perpendiculares a dos rectas no paralelas, luego se cortarán en un punto O. 

 

Por la caracterización de mediatrices (3.9.8), OPOP 21  , y OPOP 32  , luego los 

triángulos 21OPP  y 32OPP  son isósceles en O, y son congruentes por el criterio SSS. 

Por lo tanto OPPOPPOPPOPP 32232112  . 

Llamemos   al ángulo de los vértices del polígono: 

21432321 ... PPPPPPPPP n  

Entonces  

322343
22

POPPOPPOP 


  

Puesto que se cumple además 3243 PPPP   y OPOP 32  , por el criterio SAS deducimos 

que 3243 OPPOPP  , y por tanto 43 OPOP  . 

Este procedimiento lo podemos repetir una y otra vez hasta llegar al último vértice nP , 

es decir, el punto O es el centro de la circunferencia circunscrita al polígono. 

 



10.3.4 Corolario. Propiedad fundamental del hexágono. 

El lado de un hexágono regular es igual al radio del círculo circunscrito. 

 

Demostración. Un hexágono regular se puede descomponer en 6 triángulos rectángulos 

con ángulo central º606/360   y ángulos laterales º60
6

2
190 








 , luego son 

triángulos equiláteros (3.8.6), de lo que se deduce fácilmente el enunciado. 

 

10.3.5 Definición. Apotema. 

Se llama apotema de un polígono regular a la distancia del centro a los lados.  

Esta definición está bien construida puesto que sabemos que todas las cuerdas 

congruentes son equidistantes al centro (10.1.8). 

 



10.4 Área del círculo y longitud de la circunferencia. El número Pi. 
 

10.4.1 Proposición. Sucesión de polígonos regulares inscritos en una 

circunferencia. 

Sea un polígono regular de n lados nn PPPR ...21 , inscrito en la circunferencia de 

centro O. 

Denotaremos su lado por ln, su perímetro por pn y su apotema por an. 

Claramente nn lnp     

En 10.3.3 ya vimos que todo polígono regular se puede descomponer en n triángulos 

isósceles 1 iiOPP , todos ellos congruentes entre sí, luego 

   
22

21
nnnn

n

apaln
OPPnR





  

 

Si duplicamos el número de lados del polígono nn RR 2 , observamos las siguientes 

relaciones: 

 
 

i) nn ll 2  (pues el ángulo central decrece por 10.3.3 y aplicamos 3.7.9) 

ii) nnnn aall 22   (Proposición 10.1.9) 

iii) nn ll 22  (por la desigualdad triangular), y por tanto 

nnnn plnlnp 222   

iv)    n
nnnnnn

n R
apapap

R 2
222

222









  (aplicando ii y iii). 

 

Si realizamos este proceso una y otra vez, obtenemos una sucesión de polígonos 

regulares inscritos en la circunferencia 

...842  nnnn RRRR  

 

Con sucesiones de lados, apotemas, perímetros y áreas asociados cumpliendo 

 

...842  nnnn llll  

...842  nnnn aaaa  

...842  nnnn pppp  

        ...842  nnnn RRRR  

 



Las sucesiones de apotemas, perímetros y áreas son estrictamente crecientes. La 

sucesión de apotemas está acotada superiormente por el radio de la circunferencia, la 

sucesión de perímetros está acotada por el perímetro de cualquier polígono que 

contenga la circunferencia, y la sucesión de áreas está acotada por el área de cualquier 

polígono que contenga la circunferencia. 

Ahora podemos aplicar uno de los teoremas más importantes del análisis real: Toda 

sucesión de números reales creciente y acotada superiormente tiende a su supremo. 

 

Definiremos la longitud de la circunferencia por k
k

pL


 lim , y definiremos  

el área de la circunferencia  por  k
k

RA


 lim . 

 

10.4.2 Proposición. El número Pi. 

La razón entre la longitud de la circunferencia L y su diámetro es constante, es decir, es 

independiente de la circunferencia que tomemos. A dicha constante la denotaremos por 

la letra griega  . 

 

Demostración. Supongamos que tenemos dos circunferencias de radios diferentes 

),( rOc  y )','(' rOc . 

Sea nn PPPR ...21  el polígono regular de n lados inscrito en c, y sea ''

2

'

1

' ... nn PPPR   el 

polígono regular de n lados inscrito en c‘. 

 
 

Puesto que ambos polígonos son semejantes, '

2

'

121 ' PPOPOP  . 

Luego sus lados son proporcionales, en particular 

 
'

1

'

2

'

1

1

21

OP

PP

OP

PP
  o equivalentemente, 

'22'22'

,,,

r

p

r

p

r

ln

r

ln

r

l

r

l nnnnnn   

 

Tendiendo al límite,  

'2

'

'2
lim

2
lim

2

,

r

L

r

p

r

p

r

L n

k

n

k



. La igualdad  

'2

'

2 r

L

r

L
  garantiza que dicha razón es la 

misma independientemente de la circunferencia que tomemos. 

 

 
Fuente: ―Elementos de Geometría‖, Jaime Escobar Acosta 



10.5 Cuadriláteros cíclicos. Puntos cocíclicos. 
 

10.5.1 Definición. Cuadrilátero cíclico. Puntos cocíclicos. 

Un cuadrilátero cíclico es aquel que se puede inscribir en una circunferencia. 

 

 
 

Diremos que cuatro puntos A, B, C y D son cocíclicos cuando forman un cuadrilátero 

cíclico. 

 

Si un cuadrilátero es cíclico su circunferencia circunscrita será la circunferencia 

circunscrita al triángulo formado por tres de sus vértices, luego el centro será la 

intersección de las mediatrices de dos lados cualesquiera del cuadrilátero. 

 

 
 

10.5.2 Proposición. Primera caracterización de los cuadriláteros cíclicos. 

Un cuadrilátero es cíclico si y dos de sus ángulos opuestos son suplementarios, es decir, 

suman 180º: 

º180 ADCABC  

 

En cuyo caso los otros dos ángulos opuestos también son suplementarios: 

º180 BCDBAD  

 

 
 

Demostración. Supongamos que ABCD  es cíclico. Entonces se puede descomponer en 

cuatro triángulos isósceles con vértice común en el centro de la circunferencia 

circunscrita, pues todos ellos tienen dos lados iguales al radio de dicha circunferencia. 



 
 

La suma de los ángulos de un cuadrilátero es 360º, luego: 

º180

º180º180º360)(2

º3602222º360







CA

bcdadcbadcba

dcbaddccbbaa

 

 

Demostraremos el recíproco por reducción al absurdo. Supongamos que tenemos un 

cuadrilátero ABCD  en el que dos de sus ángulos opuestos son suplementarios: 

º180 DB . Trazamos la circunferencia que pasa por los puntos A, B y C. 

Supongamos que el cuadrilátero no es cíclico, es decir, que esta circunferencia no pasa 

por D. Sea E el punto de intersección de la circunferencia con la recta AD . 

 

 
 

Entonces el cuadrilátero ABCE  será cíclico, luego, por la primera parte de esta 

demostración, cumplirá º180 EB , por lo que DE  . Luego DCEC // , y 

como tienen un punto en común C, DCEC  , de lo que deducimos que E=D, es decir, 

el cuadrilátero es cíclico, llegando a contradicción. 



10.5.3 Proposición. Segunda caracterización de los cuadriláteros cíclicos. 

Un cuadrilátero es cíclico si y sólo si el ángulo entre un lado y su diagonal es igual al 

ángulo entre el lado contrario y la otra diagonal: 

 

 
 

Demostración. Si los cuatro puntos son cocíclicos entonces ACBADB   pues son 

ángulos que abarcan el mismo arco de circunferencia (10.1.2). 

 

Veamos el recíproco. Sea P el punto de corte entre las dos diagonales. 

Los triángulos ADP  y BCP  son semejantes pues comparten dos ángulos iguales. 

Luego 
PB

CP

PA

DP
  y puesto que APBDPC  , los triángulos DCP  y ABP  serán 

semejantes por el criterio SAS de semejanza. 

Por lo tanto PDCBAP   y DCPABP   

 
 

Luego 180 PADPCDAPBCABPABD , y de la misma 

manera º180 CA , con lo que podemos aplicar el criterio 10.4.2 para deducir que 

los cuatro puntos son cocíclicos. 

 



10.5.4 Teorema. Caracterización de cuatro puntos no alineados cocíclicos. 

Dados cuatro puntos DCBA ,,,  no colineales,  

a) Si C y D son colaterales respecto de AB  y ADBACB   entonces ABCD es un 

cuadrilátero cíclico. 

b) Si C y D están en lados opuestos de AB  y 180 ADBACB , entonces ABCD es 

un cuadrilátero cíclico. 

 

 
Nota: Este teorema se utilizará en 20.12 para demostrar una caracterización de los 

puntos cocíclicos mediante números complejos. 

 

Demostración. Son las dos proposiciones anteriores. 

 

10.5.5 Ejercicio.  

Si un trapecio cíclico no es un rectángulo, sus lados no paralelos tienen la misma 

longitud. 

 
 

Demostración. Sea ABCD  un cuadrilátero cíclico tal que BCAD // .  

Si CDAB //  entonces es un paralelogramo, luego por 7.1.2d sus ángulos opuestos son 

congruentes, y puesto que son suplementarios porque el cuadrilátero es cíclico, serán 

rectos. Luego es un rectángulo, contradiciendo la hipótesis. Por lo tanto AB y CD no 

son paralelos. Sea O su punto de corte. 

 
 

Puesto que BCAD // , tenemos que A  y B  son suplementarios. Pero por ser un 

cuadrilátero cíclico, B  y D  son suplementarios, luego por DA  . 

Luego el triángulo AOD  es isósceles en O, y por tanto DOAO  . 

Por estar los triángulos AOD  y BOC  en posición de Tales, 1
DO

AO

CD

AB
, y por 

tanto CDAB  . 



10.5.7 Teorema. Teorema de Ptolomeo. 

En un cuadrilátero cíclico ABCD , la suma de los productos de sus lados opuestos es 

igual al producto de sus diagonales. 

 

 

 

 

BDACDABCCDAB   

 

Observaciones. El recíproco de este teorema también es cierto: Todo cuadrilátero que 

cumple esta igualdad es cíclico. 

Este teorema es una generalización del teorema de Pitágoras, que queda como un caso 

particular cuando el cuadrilátero es un rectángulo. 

Este teorema se generaliza en la llamada "Desigualdad de Ptolomeo" (ver 13.2.7). 

En el problema 4.42 se demuestra este teorema mediante la inversión, una técnica que 

se introducirá en el Tema 13. 

 

Ejercicio propuesto: El Problema 1.28 es una lista de ejercicios para practicar el 

Teorema de Ptolomeo. 

 

Nota histórica. Ptolomeo (Claudius Ptolemaeus) nació en Egipto en el año 90 DC y 

falleció en el 168. Fue un matemático, astrónomo, músico, químico y geógrafo griego. 

El teorema que lleva su nombre lo encontramos en un tratado suyo llamado Almagest.  

 

Demostración. Sabemos que BDCBAC  (10.1.2) y ACBADB   (10.4.2) 

Sea K un punto del segmento AC  tal que DBCABK  . 

 
 

Los triángulos ABK  y DBC  serán semejantes por el criterio AA (8.3.2): 

 

Luego ABCDBDAK
BD

CD

AB

AK
  (1) 



Los triángulos KBC  y DBA  son semejantes, por el criterio AA y teniendo en cuenta 

que  

DBAKBCDBAABKKBCABK

DBAABKDBACBDABCKBCABK




 

 

 
 

Luego BCADBDKC
BD

AD

BC

KC
  (2) 

 

Sumando (1)+(2): 

 
BCADABCDBDAC

BCADABCDBDKCAK

BCADABCDBDKCBDAK







 

 

Una demostración alternativa muy interesante es la siguiente. 

Partimos del cuadrilátero cíclico ABCD  en el que marcamos sus lados, diagonales y 

ángulos de la siguiente manera: 

 
 

Consideramos el triángulo ACB  y multiplicamos sus lados por f, obteniendo así un 

triángulo similar de lados bf, cf y ef. 

Consideramos el triángulo ABD  y multiplicamos sus lados por b, obteniendo un 

triángulo similar de lados db, cb y fb. 

Consideramos el triángulo BCD  y multiplicamos sus lados por c, obteniendo así un 

triángulo similar de lados ac, bc y fc. 

 



ACB  tiene el lado bf en común con ABD  y tiene el lado cf en común con BCD  

 
 

Y uniéndolos forman un cuadrilátero. En efecto, D, C y B están alineados puesto que  

    º180   

ya que los ángulos opuestos de un cuadrilátero cíclico son suplementarios (10.4.2). 

Los lados opuestos son congruentes, pues ambos son bc, y son paralelos, pues 

    º180)()(    nuevamente por 10.4.2. 

Aquí hemos utilizado que    y    por abarcar los mismos arcos. 

Luego    y    son suplementarios, y por tanto los lados opuestos bc son 

paralelos. Se trata de un paralelogramo, pues tiene dos lados opuestos iguales y 

paralelos (7.1.3), luego los otros dos lados opuestos son congruentes, es decir, 

bdacef  , tal y como queríamos ver. 
Fuente : web ―dmat csc‖ 

 

10.5.8 Corolario. 

En un cuadrilátero cíclico ABCD  en el que la diagonal AC pasa por el centro de la 

circunferencia circunscrita (es decir º90 BD ), se cumple: 

 

 

 

 

 

             
AC

BD
A sin  

 

Demostración. Aplicamos la fórmula 9.3.1a y el teorema de Ptolomeo (10.5.7) 

 

AC

BD

AC

BDAC

AC

BCADABCD

AC

BC

AC

AD

AC

AB

AC

DC

CABDACCABDACCABDACA











22

)sin()cos()cos()sin()sin(sin

 

 

 

Problema propuesto: 6.1. 



10.5.9 Teorema. La fórmula de Brahmagupta. 

Sea un cuadrilátero cíclico convexo ABCD . Definimos ABa  , BCb  , CDc  ,  

DAd   y 2/)( dcbas  . Entonces: 

 

 

 

  ))()()(( dscsbsasABCD   

 

Demostración. Trazamos la diagonal AC . Sea ABCB   y ADCD  . 

Aplicamos el Teorema del Coseno a los triángulos ABC  y ACD : 

DcdcdACBabba  cos2cos2 22222  

Puesto que es un cuadrilátero cíclico, sus ángulos opuestos serán suplementarios: 

º180 DB , luego DB  coscos , y por tanto 

B
cdab

dcba
cdabBdcba

BcdcdACBabba









cos
)(2

)(cos2

cos2cos2

2222
2222

22222

 

Luego 

)(2

)()(2

)(2

)()(2

)(2
1

)(2
1

)cos1)(cos1(cos1sin

22222222

22222222

22

cdab

dcbacdab

cdab

dcbacdab

cdab

dcba

cdab

dcba

BBBB








































 

  

  

     
)1(

)(4

)()(

)(4

22`22

)(4

)()(2)()(2

2

2222

2

22222222

2

22222222


















cdab

dcbabadc

cdab

dcbacdabdcbacdab

cdab

dcbacdabdcbacdab

 

Por otro lado 

))((4))(()()( 22 csdscdbadcbadcba   

))((4)()( 22 bsasbadc   

Luego 

22 )(

))()()((4

)(4

))((4))((4
)1(

cdab

csdsbsas

cdab

csdsbsas









  

 

Y por tanto, teniendo en cuenta que 180,0  DB   0sin B , 



   

  ))()()((

))()()((

))()()((
2

sin

2

sin

))()()((
2

sin)(

))()()((2
sin

csdsbsasABCD

csdsbsasACDABC

csdsbsas
BcdBab

csdsbsas
Bcdab

cdab

csdsbsas
B




















 

donde hemos utilizado que DB  sinsin  pues son ángulos suplementarios. 

 

10.5.10 Corolario. Área de cuadriláteros cíclicos con circunferencia inscrita. 

Si el cuadrilátero es convexo, cíclico y además contiene una circunferencia inscrita, la 

fórmula de Brahmagupta se reduce a 

 

 

 

 

  dcbaABCD   

 

Demostración. Si existe una circunferencia inscrita en el cuadrilátero se tiene que 

dbca   (10.1.14), y por tanto 

 
ba

badcba
s 







2

2

2
 

bdbdsdacacsc

ddbbsbbbaasa





)(,)(

)(,)(
 

Luego   dcbabadbsdscsbsaABCD  ))()()(())()()((  

 

10.5.11 Teorema. Fórmula de Heron. 

El área de un triángulo ABC  es 

 

 

  ))()(( csbsassABC   

 

donde s es el semiperímetro: 

2/)( cbas   

 

Demostración. Puesto que todo triángulo es circunscribible (se demostrará en 11.6.2), 

podemos considerar la fórmula de Heron como un caso particular de la fórmula de 

Brahmagupta cuando C=D, es decir, d=0.  

 

Nota histórica. Brahmagupta (598 - 670) fue el matemático indio más famoso de su 

tiempo. Escribió dos importantes tratados en astronomía y matemáticas: 

Brahmasphutasiddhanta y Khandakhadyaka. 



10.5.12 Teorema. La fórmula de Bretschneider. 

La fórmula de Bretschneider extiende la fórmula de Brahmagupta a cualquier tipo de 

cuadrilátero, no necesariamente cíclico: 

 








 


2
cos))()()(( 2 

abcddscsbsasA  

 

donde a, b, c y d son los lados del cuadrilátero, s su semiperímetro y   y   son dos 

ángulos opuestos del mismo. 

 

Nota histórica: El matemático alemán Carl Anton Bretschneider descubrió esta 

fórmula en el año 1842. Esta misma fórmula fue descubierta ese mismo año por otro 

matemático alemán, Karl Georg Christian von Staudt. 

 

10.5.13 Corolario. 

La fórmula de Bretschneider tiene un interesante corolario: Los cuadriláteros cíclicos 

son aquellos que tienen un área maximal entre todos aquellos cuadriláteros con la 

misma secuencia de longitudes en los lados, en particular, entre aquellos con el mismo 

perímetro. 

 

10.5.14 Proposición. 

Sea un cuadrilátero ABCD cíclico, y BDACR   el punto de intersección de sus 

diagonales. Entonces se cumple 

 

 

 

 

 

CDBC

ADAB

CR

AR




  

 

Demostración.  DRCARB   y BRCARD  . Luego  

RC

RB

RD

AR

CD

AB
   y  

RA

BR

RD

RC

AD

BC
  

 

Y por tanto 
BC

AD

CD

AB

CR

RD

RD

AR

CR

AR
  

 



10.5.15 Teorema. La fórmula de Parameshavara. 

Dado un cuadrilátero cíclico de lados consecutivos dcba ,,, , el radio R de su 

circunferencia circunscrita viene dado por la fórmula: 

 

  ))()()((

))()((

4

1

4

))()((

dscsbsas

bcadbdaccdab

ABCD

bcadbdaccdab
R







  

 

 

Nota histórica: Este teorema recibe su nombre en honor del matemático y astrólogo  

indio Vatasseri Parameshavara Nambudiri (c.1380-1460) 

 

 

Problema propuesto: #7.65 

 



10.6 La razón áurea. 
 

A LA DIVINA PROPORCIÓN 

 

A tí, maravillosa disciplina, 

media, extrema razón de la hermosura 

que claramente acata la clausura 

viva en la malla de tu ley divina. 

A tí, cárcel feliz de la retina, 

áurea sección, celeste cuadratura, 

misteriosa fontana de mesura 

que el universo armónico origina. 

A tí, mar de los sueños angulares, 

flor de las cinco flores regulares, 

dodecaedro azul, arco sonoro. 

Luces por alas un compás ardiente. 

Tu canto es una esfera transparente. 

A tí, divina proporción de oro. 

 

                                Rafael Alberti 
 

10.6.1 Definición. Razón áurea. (Elementos Definición 6.3) 

La definición 3 del Libro Sexto de los Elementos de Euclides afirma lo siguiente: 

―Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y media razón cuando la recta entera 

es al segmento mayor como el segmento mayor es al segmento menor‖. Es decir, un 

segmento quedará dividido en razón áurea cuando  

 

 b

a

a

ba



  con ba   

 

10.6.2 Definición. El número de oro. 

Diremos que dos números ba, , ba  , están en razón áurea cuando  

b

a

a

ba



 

 

Definiendo 
b

a

a

ba



 , nos queda 




1
11 




a

b

a

b

a

a

a

ba
,  

Y multiplicando por   llegamos a la ecuación 12  , que tiene por soluciones 

2

51

2

)1(411 



  

Tomamos como definición del número de oro a la solución positiva de la ecuación, es 

decir, el número  

.87498948..1.61803398
2

51



  

 

El número áureo aparece con frecuencia en la naturaleza y está ligado con la sucesión 

de Fibonacci, ya que 


n

n

n F

F 1lim , donde nF  es el n-ésimo término de la sucesión. 



10.6.3 Teorema. 

La diagonal y el lado de un pentágono regular están en la razón áurea. 

 

Demostración. Podemos descomponer un pentágono regular en cinco triángulos 

isósceles de ángulo central 72º y ángulos laterales de 54º. Trazados dos de sus 

diagonales, AD  y BE : 

 
 

Los triángulos EAB  y DEA  son congruentes aplicando el criterio SAS, luego 

DAEB  , es decir, todas las diagonales del triángulo son congruentes dos a dos. 

 

Sea F el punto de intersección entre EB y AO y G el punto de corte de las dos 

diagonales. El cuadrilátero ABOE  es una cometa, luego sus dos diagonales EB y AO se 

cortan en ángulo recto (3.13.2). Es decir, º90EFD . Luego 

º189072180 FEO , º361854108  AEDAEF  

Por simetría º18 FEOGAF , y por último, º721890180 FGA  

 

 
 

Sea ... ABAEx  y sea EBy  . 

Aplicamos el Teorema del coseno al triángulo EAB : 

x

y

x

y

x

y

yxyxyxyyxx
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51

4

51
2)º36cos(2

)º36cos(2)º36cos(2)º36cos(2 2222


 



Si no queremos utilizar la igualdad 
4

51
)º36cos(


  , (porque su demostración 

ciertamente es equivalente a nuestro teorema), se puede argumentar alternativamente de 

la siguiente manera: 

El cuadrilátero EBCD  es cíclico, puesto que lo es el pentágono del que forma parte, 

luego aplicamos el Teorema de Ptolomeo (10.5.9) para deducir la igualdad 

01

000

2

2

2

2

22

2

2

22
2222








x

y

x

y

x

y

x

xy

x

x

x

yxyx
yxyxyxyx

 

Denominando 
x

y
z   nos queda la ecuación 




2

51
01 2 zzz  

 

10.6.4 Proposición. Triángulos áuricos. 

Los triángulos 36-108-36 y 72-36-72 se denominan triángulos áuricos puesto que sus 

lados están en razón áurea. 

             
 

x

y
  

 

Demostración. El caso del triángulo 36-108-36 se ha visto en el teorema anterior. 

Apoyándonos en este resultado demostramos el segundo: 

 
 

Sean ADEBy  , GDBGa  , GEGAb  . 

  




















1

1
1111

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

b

b

a

b

ba

b

by

b

a

ay
a

y

 

La última igualdad se basa en la propiedad fundamental del número áureo: 12  . 



10.6.5 Teorema. Elementos 13.9.  
El lado de un hexágono y de un decágono inscritos en el mismo círculo están en la 

razón áurea. 

 

 

 

 

AC

CD

CD

ACCD



 

 

Encontramos este teorema en la Proposición 9 del Libro 13 de Los Elementos: ―Si se 

unen el lado de un hexágono y el de un decágono inscritos en el mismo círculo, la recta 

entera queda cortada en extrema y media razón, y su segmento mayor es el lado del 

hexágono‖. 

 

Demostración. Inscribimos el decágono regular dentro de una circunferencia de centro 

O y diámetro AB. Sea AC uno de los lados del decágono. Sea D un punto de la 

circunferencia de forma que CD sea un lado del hexágono. Sabemos (10.3.4) que el lado 

del hexágono es igual al radio de la circunferencia, luego COCD  . 

Prolongamos la semirrecta AC  hasta un punto E tal que CDCOCE  . 

 

 
 

Sea AOC  y   su suplementario. Puesto que tratamos con un decágono,  4 . 

Sea COE . Por ser COE  isósceles, CEO . 

Sea CAOACO  . 

Por el teorema del ángulo exterior,  2  y  2 , luego  4 . 

De  4  y  4  deducimos que   . 

Los triángulos AOC  y AEO  son semejantes por el criterio AA: 



 

Luego 
AC

AO

AO

AE
 . Pero 

CDACCOACCEACAE   y CDAO  , por 

lo tanto 

AC

CD

CD

CDAC



 

 

tal y como queríamos ver. 

 

10.6.6 Teorema.  
Dado un pentágono regular inscrito en un círculo, el cuadrado de su lado es igual a la 

suma de los cuadrados de los lados de un hexágono y un decágono inscritos en el 

mismo círculo. 

 
222 cba   

 

Demostración. Sea ABCDE un pentágono regular inscrito en una circunferencia de 

centro O. 

Ya hemos visto que este pentágono se desmonta en cinco triángulos isósceles 

congruentes de ángulos 54º-72º-54º. 

Para determinar el decágono regular trazamos la mediatriz del lado AB por su punto 

medio F, y sea G su punto de corte con la circunferencia. Por las propiedades de los 

triángulos isósceles, GBAG   será el lado del decágono, formado por diez triángulos 

isósceles de ángulos 72º-36º-72º. 

Trazamos ahora la mediatriz de GB por su punto medio I. Sea J su punto de corte con la 

circunferencia y sea H su punto de corte con el lado AB del pentágono. 

 

 
 



º54º18º36º18  GOJAOGAOJGOBGOJ , luego el triángulo 

AOH  es un triángulo isósceles 54º-72º-54º y por tanto es semejante al triángulo  

ABO . 

Luego AHABAO
AH

AO

AO

AB
 2  (1) 

 

Los triángulos AGB  y GHB  son semejantes, puesto que  

º18º54º72  BAOGAOGABGBA  y GHB  es un triángulo isósceles 

con los mismos ángulos en la base. 

 
 

Luego 
GH

GB

AG

AB
 , y puesto que GBAG  , tenemos  

GHABAG
GH

AG

AG

AB
 2  (2) 

 

De (1) y (2): 

 
222

22

22

2

2

AGAOAB

AGAOGHAHAB

AGAOGHABAHAB
GHABAG

AHABAO
















 

 

(En la última igualdad hemos utilizado ABHBAHGHAHHBGH  ) 

 

Donde AB es el lado del heptágono, AO es el radio y por tanto el lado del hexágono, y 

AG es el lado del decágono, tal y como queríamos ver. 

 





11 Rectas y centros del triángulo. 

 
11.1 Razones con signo. Razón simple. Longitudes con signo. 
 

11.1.1 Definición. Razón con signo de dos segmentos en una recta. 

Dados cuatro puntos DCBA ,,,  alineados, con DC  , definimos la razón con signo 

del segmento AB respecto de CD de la siguiente manera: 

 



















contrario casoen  0

semirrecta una es CDAB si0

CD

AB

CD

AB

CD

AB
 

 

Si CDAB  no es una semirrecta, puede ser un segmento, un punto o el conjunto vacío. 

En esta definición suponemos  BA
CD

AB
 0 . 

 

11.1.2 Proposición. La Primera Razón Simple de tres puntos alineados. 

Dados dos puntos diferentes BA, , para cualquier punto P  perteneciente a la recta AB  

definimos la Primera Razón Simple 
PB

AP
 como un caso particular de la razón con 

signo definida en 11.1.1, y se cumple: 

a) 0
PB

AP
 si y solo si BPA **  

b) 1
PB

AP
 si y solo si ABP **  

c) 01 
PB

AP
 si y solo si BAP **  

d) Para cualquier real 0,1 , existirá un único punto P de la recta tal que 
PB

AP
. 

 

Demostración. 

a) CPAPCAP
PC

AP
**semirrecta una es 0   por el Ejercicio 2.3.30. 

 

11.1.3 Proposición.  

Dados cuatro puntos YXBA ,,,  de una recta, se cumple: 

YX
YB

AY

XB

AX
  

 

Demostración. 

 



11.1.4 Proposición. Razones con signo de áreas con triángulos orientados. 

La proporcionalidad entre área y distancia que encontramos cuando trazamos la ceviana 

de un triángulo (ver 8.2.6) se puede ampliar a razones con signo. 

 

Observamos que el área  ADB


 es negativa porque el triángulo orientado ADB


 es 

negativo porque el trayecto BDA   se realiza en el sentido horario. 

 

11.1.5 Proposición. La Segunda Razón Simple de tres puntos alineados. 

Dados dos puntos diferentes BA, , para cualquier punto P  perteneciente a la recta AB  

definimos la Segunda Razón Simple 
AB

AP
 como un caso particular de la razón con 

signo definida en 11.1.1, y se cumple: 

a) ABP
AB

AP
 0  

b) )(0 ABopP
PB

AP
   (ver 2.3.27) 

c) AP
AB

AP
 0   

 

11.1.6 Proposición.  

Dados cuatro puntos YXBA ,,,  de una recta, se cumple: YX
BY

BX

AY

AX
  

 

11.1.7 Definición. Longitudes con signo. 

Dados dos puntos BA,  de una recta, los segmentos AB  y BA  son iguales, contienen 

los mismos puntos, y por lo tanto tienen la misma longitud: BAAB  . 

 

Vamos ahora a suponer que, dados cualquier par de puntos BA,  de una recta r, 

podemos asociar una longitud con signo AB , que podrá ser positiva o negativa, de 

forma que  

a) ABAB   

b) BAAB   

c) ACBCAB   para cualquier rCBA ,,  

 

Esta última igualdad solo se cumplía con longitudes sin signo en el caso CBA ** , 

mientras que ahora se cumple también para CAB **  y BCA ** . 



11.1.8 Proposición.  

Dados cuatro puntos DCBA ,,,  alineados, siempre se cumple: 

BDACADBCCDAB   

 

independientemente del orden de dichos cuatro puntos. 

 

Nota: Trabajando con longitudes sin signo, la igualdad equivalente 

BDACADBCCDAB   

 

solo se cumple para algunas determinadas configuraciones de los puntos: A*B*C*D , 

B*C*D*A , C*D*A*B , D*A*B*C , D*C*B*A , C*B*A*D , B*A*D*C , A*D*C*B. 

 

Demostración. 

CDBCBCBCCDABBCABCDBCBCABBDAC  )()(  

CDBCCBBCABBCCDAB

CDCBABBCCDABADBCCDAB



 )(
 

Y claramente ambas expresiones son iguales. 

 

11.1.9 Proposición. Longitudes con signo en rectas orientadas. 

Si las rectas están orientadas, es decir, si dados dos puntos rBA , , podemos decir si 

BA  o AB  , definimos AB  como  

















BAsi

ABsiAB

BAsiAB

AB

0





 

 

Esta construcción determina una longitud con signo. 

 

Demostración.  

 

11.1.10 Definición. Razón con signo deducida de una longitud con signo. 

Toda longitud con signo determinará de forma natural una razón con signo de puntos 

alineados: 

 

Dados cuatro puntos DCBA ,,,  alineados, con DC  , definimos la razón con signo de  

AB respecto de CD como el cociente 
CD

AB
, ahora entendido como división de dos 

números, las longitudes con signo asociadas a los segmentos respectivos. 

 

 



11.2 Teoremas de Ceva y de Menelao. 
 

11.2.1 Teorema. Teorema de Ceva. 

Dado un triángulo ABC y tres cevianas AA‘, BB‘ y CC‘, serán concurrentes en un 

punto si y sólo si  

 

  

 

 

1
'

'

'

'

'

'


AC

BC

BA

CA

CB

AB
 

 

 

Observación: En 9.1.7 fue demostrado este teorema añadiendo, además, una  

caracterización trigonométrica. 

 

Demostración. Primera versión, mediante triángulos semejantes: 

Supongamos que las tres cevianas son concurrentes en un punto O. Trazamos por A una 

paralela a CB. Sea C‘‘ el punto de intersección entre esta paralela y CC‘. Sea B‘‘ el 

punto de intersección entre esta paralela y BB‘. 

 

 
 

Nos aparecen cuatro triángulos semejantes:  

 

OA

AC

OA

CA
OACOCA

''

'

'
'''    

''

''
'''

AB

BA

AO

OA
OABBOA   

'''

'
''''

AC

CB

AC

BC
CACOBC    

BC

AB

CB

AB
BABCBB

''

'

'
''''   

 

Multiplicando todas las igualdades de la derecha, cancelando términos y pasando todos 

los elementos restantes a la izquierda llegamos a la igualdad deseada: 

 

1
'

'

'

'

'

''

'

'

'

''

''

''''

'''

'

'

'

''

'

'





CB

AB

AC

BC

BA

CA

OA

BA

CB

AB

AC

BC

AO

CA

BC

AB

AC

CB

AB

BA

OA

AC

CB

AB

AC

BC

AO

OA

OA

CA

 

 



Supongamos por el contrario que la igualdad anterior se satisface para el triángulo ABC 

y los tres puntos A‘, B‘ y C‘ de los lados BC, AC y AB respectivamente. Sea O el punto 

de intersección de las rectas CC‘ y BB‘. Sea P el punto de intersección entre AO y BC. 

Vamos a ver que P=A‘. 

 
 

Al triángulo anterior podemos aplicar el resultado anterior y por lo tanto 

1
'

'

'

'


AC

BC

PB

CP

CB

AB
 

 

pero por hipótesis tenemos que también se cumple 1
'

'

'

'

'

'


AC

BC

BA

CA

CB

AB
 

Luego 
AC

BC

BA

CA

CB

AB

AC

BC

PB

CP

CB

AB

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'
  

de donde deducimos que  
BA

CA

PB

CP

'

'
  y por tanto 'AP   aplicando 11.1.5. 

 
Fuente de la demostración: http://sistemas.fciencias.unam.mx/~mglgm/NotasGM_cap4.pdf 

 

Segunda versión, mediante áreas: 

Recordemos que las áreas de los triángulos con igual altura son proporcionales a las 

bases (ver 11.1.6).  

 

 
 

 
 

   
   

 
 BAO

ACO

BOABAA

OCAACA

BOA

OCA

BAA

ACA

BA

CA





















''

''

'

'

'

'

'

'
 

 

De la misma manera: 
 
 ACO

CBO

AC

BC






'

'
 y 

 
 CBO

ABO

CB

AB






'

'
 

Por lo tanto: 
 
 

 
 

 
 

1
'

'

'

'

'

'















CBO

ABO

ACO

CBO

BAO

ACO

CB

AB

AC

BC

BA

CA
 

 
Fuente de la demostración: Coxeter. 

http://sistemas.fciencias.unam.mx/~mglgm/NotasGM_cap4.pdf


11.2.2 Teorema. Teorema de Menelao. 

Sea ABC un triángulo y A‘, B‘ y C‘ tres puntos sobre las rectas BC, AC y AB 

respectivamente. Los tres puntos A‘, B‘ y C‘ estarán alineados si y sólo si 

 

 

 

 

1
'

'

'

'

'

'


AC

BC

BA

CA

CB

AB
 

 

 

Demostración. Sean P, Q y R los puntos de intersección entre la recta y las 

perpendiculares a ésta que pasan por C, A y B respectivamente. Al ser estas 

perpendiculares paralelas entre ellas obtenemos varios triángulos semejantes: 

 

 
 

PC

AQ

CB

AB


'

'
  porque los triángulos 'AQB  y 'CPB  son semejantes. 

RB

CP

BA

CA


'

'
  porque los triángulos 'PCA  y BRA' son semejantes. 

QA

BR

AC

BC


'

'
  porque los triángulos 'BRC  y 'AQC  son semejantes. 

 

Luego   1)1)(1)(1(
'

'

'

'

'

'


AC

BC

BA

CA

CB

AB
 

 



Supongamos recíprocamente que A‘, B‘ y C‘ dos tres puntos en las rectas BC, AC y AB 

respectivamente cumpliendo la propiedad  

 

1
'

'

'

'

'

'


AC

BC

BA

CA

CB

AB
 

 

Sea P el punto de intersección entre la recta B‘C‘ y BC. Vamos a ver que 'AP  : 

 

 
 

 

El triángulo ABC con los tres puntos alineados B‘, P y C‘ cumple la condición de la 

primera parte de esta demostración, luego  

1
'

'

'

'


AC

BC

PB

CP

CB

AB
 

 

Por lo tanto 1)1)(1(
'

'

'

'

'

'

'

'

'

'


AC

BC

BA

CA

CB

AB

AC

BC

PB

CP

CB

AB
 pero simplificando 

llegamos a  

'

'
1

'

'

CA

BA

PB

CP

BA

CA

PB

CP
 , y por tanto 'AP  . 

 
Fuente de la demostración: http://sistemas.fciencias.unam.mx/~mglgm/NotasGM_cap4.pdf 

 

Nota histórica. Este teorema se atribuye a Menelao de Alejandría (alrededor del 100 

AC). En 1678, un matemático italiano, Giovanni Ceva, publicó el Teorema de Menelao 

y un segundo teorema relacionado con éste.  

 

 

Ejercicios propuestos: 1.29, 2.14. 

 

http://sistemas.fciencias.unam.mx/~mglgm/NotasGM_cap4.pdf


11.2.3 Proposición.  

El teorema de Ceva y el teorema de Menelao son equivalentes. 

 

Demostración. 

Primera parte: Ceva suponiendo Menelao. Sea ABC un triángulo y supongamos que 

tres cevianas AA‘, BB‘ y CC‘ concurren en un mismo punto P. 

 
 

Aplicando el teorema de Menelao al triángulo ACA‘ y la recta B‘P, tenemos que 

1
'

''

'


PA

PA

BA

CB

CB

AB
 

Aplicando el teorema de Menelao al triángulo AA‘B y la recta PC‘, tenemos que  

1
'

''

'


CB

CA

PA

AP

AC

BC
 

Multiplicamos estas dos igualdades: 

AC

BC

BA

CA

CB

AB

CB

CA

PA

AP

AC

BC

PA

PA

BA

CB

CB

AB

'

'

'

'

'

''

''

''

''

'
)1)(1(1   

Donde hemos utilizado 1
'

'


PA

AP

PA

PA
 y 1

CB

CB
 

Luego 
AC

BC

BA

CA

CB

AB

AC

BC

BA

CA

CB

AB

'

'

'

'

'

'
1

'

'

'

'

'

'
1   

El recíproco se demuestra por contradicción. 

 

Segunda parte: Menelao suponiendo Ceva. Sea un triángulo ABC y A‘, B‘ y C‘ tres 

puntos alineados en sus lados: 

 
Trazamos las rectas AA‘, BB‘ y CC‘ y sus puntos de intersección: 

 
 

'' CCBBX  , '' BBAAY   y '' CCAAZ   



1. Aplicando Ceva a CBC‘ y las cevianas CA, BX, C‘A‘ (concurrentes en B‘): 

 

 

1
'

''

'


XC

XC

AC

BA

BA

CA
 

 

2. Aplicando Ceva a BAB‘ y las cevianas BC, AY, B‘C‘ (concurrentes en A‘): 

 

 

1
'

''

'


AC

BC

YB

YB

CB

AC
 

 

3. Aplicando Ceva a AA‘C y las cevianas AB, A‘B‘, CZ (concurrentes en C‘): 

 

 

1
'

''

'


CB

AB

ZA

ZA

BA

CB
 

 

4. Aplicando Ceva a AA‘C y las cevianas AB, A‘B‘, CZ (concurrentes en C‘): 

 

 

1
'

'

''

''


XC

CX

AC

AB

BA

AC
 



5. Aplicando Ceva a B‘BA‘ y las cevianas B‘Y, BC‘, A‘Y (concurrentes en A): 

 

 

1
''

''

'

'


AC

CB

YB

BY

CB

CA
 

 

6. Aplicando Ceva a AA‘C‘ y las cevianas AB‘, A‘B, C‘Z (concurrentes en C): 

 

 

1
'

'

''

''


ZA

AZ

BA

BC

CB

BA

 

Multiplicamos estas seis igualdades: 

 

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

''

''

''

''

'

'

'

'

''

''

'

''

''

''

'

'

''

'
)1(1 6

CB

AB

CB

AB

AC

BC

AC

BC

BA

CA

BA

CA

CB

BC

BA

CA

AC

AB

CB

AB

AC

BC

BA

CA

ZA

AZ

BA

BC

CB

BA

AC

CB

YB

BY

CB

CA

XC

CX

AC

AB

BA

AC

CB

AB

ZA

ZA

BA

CB

AC

BC

YB

YB

CB

AC

XC

XC

AC

BA

BA

CA







 

1
'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

2













CB

AB

AC

BC

BA

CA

CB

AB

AC

BC

BA

CA

CB

AB

AC

BC

BA

CA

CB

AB

AC

BC

BA

CA

CB

AB

CB

AB

AC

BC

AC

BC

BA

CA

BA

CA

 

 

Pero 1
'

'

'

'

'

'


CB

AB

AC

BC

BA

CA
, pues en caso contrario, aplicando Ceva, las rectas AA‘, BB‘ y 

CC‘ serían concurrentes. Por lo tanto, 1
'

'

'

'

'

'


CB

AB

AC

BC

BA

CA
 

 

Nota. Esta demostración se debe a John R.Silvester. 

 



11.3 Alturas y ortocentro. El triángulo órtico. 

 
11.3.1 Proposición. Ortocentro. 

Las tres alturas de un triángulo se cortan en un único punto llamado ortocentro, que 

denotaremos con la letra H. 

 
 

Demostración. Trazamos las alturas CC' y AA'. Sea H su punto de corte. 

AAC

BBC

AC

BC

AACAC
AC

AC
A

BBCBC
BC

BC
B

cos

cos

'

'

cos'
'

cos

cos'
'

cos
















 

De la misma manera 
BAB

CAC

BA

CA

cos

cos

'

'
  y 

CBC

AAB

CB

AB

cos

cos

'

'
  

Y aplicamos el teorema de Ceva:  1
cos

cos

cos

cos

cos

cos

'

'

'

'

'

'


AAC

BBC

BAB

CAC

CBC

AAB

AC

BC

BA

CA

CB

AB
 

 

Nota. En una demostración más rigurosa tendríamos que analizar el signo del coseno 

para posibles ángulos obtusos, y comprobar que el razonamiento es igualmente válido. 

Si el triángulo es rectángulo las alturas se cortan en el vértice cuyo ángulo es recto. 

 

Una demostración alternativa interesante es la siguiente: 

Sea un triángulo ABC . Trazamos las paralelas a cada lado y su vértice opuesto 

correspondiente para construir el triángulo DEF . 

 

 
 

Los cuatro triángulos FAC , CAB , CBE  y DAB  serán congruentes. Por ejemplo, 

aplicando 7.1.2b, BCAFAC   por ser FABC  un paralelogramo. 

Tenemos que, en particular, ADFAABDFAC   y por tanto A es el punto 

medio de FD . De la misma forma se demuestra que C es el punto medio de FE  y que 

B es el punto medio de DE . Luego las alturas del triángulo ABC  son las medianas 

del triángulo DEF , que son concurrentes como se verá en 11.5.2. 



Nota histórica. En cut-the-knot leemos que, sorprendentemente, la existencia del 

ortocentro como intersección común de las alturas no se menciona en Los Elementos ni 

en los demás tratados griegos clásicos. Aunque la datación de la primera demostración 

de su existencia es un tema abierto, la primera demostración documentada es la de 

William Chapple (1718-1781). En esta misma página web podemos encontrar una 

interesante colección de 22 demostraciones diferentes de la existencia del ortocentro. 

 

11.3.2 Proposición. Propiedad reflexiva de la altura del triángulo. 

Dado un triángulo ABC , y P cualquier punto de la altura AQ . Sean D y E los puntos 

de corte de CP y BP con los lados AB y AC respectivamente. Entonces 

BQDCQE  , o equivalentemente, AQ es la bisectriz de EQD . 

 

 
 

Demostración. Es el problema 5.33. 

 

11.3.3 Definición. Triángulo órtico. 

El triángulo órtico es el triángulo determinado por los pies de las alturas del triángulo. 

Es decir, es el triángulo pedal asociado al ortocentro (ver 3.6.7). 

 

 
 

https://www.cut-the-knot.org/triangle/altitudes.shtml


11.3.4 Proposición. Propiedades del triángulo órtico. 

Dado un triángulo ABC , sean H su ortocentro y 'A , 'B  y 'C  los pies de las alturas de 

A, B y C respectivamente, es decir, ''' CBA  es el triángulo órtico asociado a ABC . 

Denotando, como es habitual, por )(AB  la circunferencia de diámetro el segmento AB , 

tenemos:  

a) A' y B' pertenecen a )(AB , A' y C' pertenecen a )(AC , B' y C' pertenecen a )(BC . 

b) A' y B' pertenecen a )(AH , A' y C' pertenecen a )(BH , B' y C' pertenecen a )(AH . 

 

 
 

c) ''' HCCHHBBHHAAH   

d) Los lados del triángulo órtico ''' CBA  son antiparalelas (ver 15.3.1) de los lados 

respectivos de ABC . Por ejemplo, el lado ''CB  es antiparalelo de BC . 

e) ACABABAC  '' ,  ABBCBCBA  ''  ,  BCCAACCB  ''  

f) Las alturas del triángulo son las bisectrices del triángulo órtico, y por tanto el 

ortocentro del triángulo es el incentro del triángulo órtico. 

 
 

Demostración. a) b) se demuestran por Tales (10.1.4). 

c) Es una aplicación directa del Teorema de la Potencia (10.2.1). 

d) Basta aplicar la propiedad fundamental de los ángulos de los cuadriláteros cíclicos: 

ACBBCBBAC  ''180'' . 

e) Por el criterio AA,  ACABABAC
AC

AC

AB

AB
ABCCAB  ''

''
'' , 

Y de la misma manera ABBCBCBA  ''  y BCCAACCB  ''  

f) Es un caso particular de 11.3.2. 

 

Problemas propuestos: 4.17, 5.34, 7.59. 

 

Nota. La circunferencia circunscrita al triángulo órtico se denomina "Circunferencia 

de los nueve puntos", y se estudiará en el apartado 11.7.  



11.3.5 Teorema. El problema de Fagnano. 

El triángulo órtico es el de menor perímetro que es posible inscribir en un triángulo 

acutángulo. 

 

Demostración. Dado un triángulo ABC , y fijado un punto ABC ' , sean D y D' los 

puntos simétricos de C' respecto a los lados BC  y AC del triángulo respectivamente. 

Sean A' y B' los puntos de corte de 'DD  con los lados BC y AC respectivamente. 

Puesto que '''' BDCB   y DACA '''  , el perímetro de ''' CBA  será igual a 'DD : 

 
 

Y además es el triángulo inscrito en ABC con vértice C' de perímetro menor, pues para 

cualquier otro triángulo inscrito ''''' CBA , con BCA ''  y ACB '' , tenemos 

DAAC '''''   y '''''' DBBC  , y por tanto 

'''''''''''''''''''' DDBADADBBAACBC   

 
 

Vamos ahora a determinar el punto ABC '  para el cual el segmento 'DD  tiene la 

mínima longitud. Trazamos el segmento 'CC .  

CBCBCD '  y CACACD ''  , luego CCDD  2'  constante. 

CDCCCD  '' , luego los triángulos CDD'  son todos isósceles y semejantes entre 

ellos, y por tanto la base 'DD  será mínima cuando lo sea el lado '' CCCDCD   

 
 

Y el segmento CC' es mínimo cuando sea perpendicular a AB , es decir, cuando C' sea  

el pie de la altura por C. Este mismo razonamiento lo podemos aplicar a los otros dos 

vértices 'A  y 'B  para deducir que el triángulo inscrito de perímetro mínimo es el 

triángulo órtico. 

 

Nota. Esta propiedad del triángulo órtico se atribuye a Giovanni Fagnano, pero esta 

demostración se debe a L. Féjer. (Fuente: Página web "Guirnalda matemática") 

http://apolonio.es/guirnalda/el-triangulo-ortico/


11.3.6 Teorema. Distancia entre un vértice y el ortocentro. 

Dado un triángulo ABC  y sea H su ortocentro. Se cumple  

 

 

 

)cot( AaAH   

 

En donde estamos suponiendo distancias con signo, es decir, positiva si H está en el 

interior del triángulo (ángulo A  agudo), 0 si coincide con A (ángulo A  recto) y 

negativa si está en su exterior (ángulo A  obtuso). 

 

Demostración. 

Si el ángulo A  es agudo, el ortocentro H está en el interior del triángulo. 

 

 

Observamos que 'AHCCBA  , y 

por tanto los triángulos 'AHC  y 

'AHC  son semejantes.  

 

Luego 
'

'

'

'

CC

AC
CBAH

CC

AC

CB

AH
 , por otro lado, A

CC

AC

AACCC

AACAC
cot

'

'

sin'

cos'









 

Con lo que, finalmente, llegamos a AaAH cot  

 

Si el ángulo A  es recto, el ortocentro H coincide con el vértice C, la distancia AH es 

cero, y 090cot  , luego se satisface la fórmula. 

 

Si el ángulo A  es obstuso, el ortocentro H queda fuera del triángulo. 

 

 

En este caso BCHA  '  y por tanto 

los triángulos 'CHA  y 'BCB  son 

semejantes. Luego 

'

'

'

'

CB

AB
BCAH

CB

AB

BC

AH
  

 

Y ahora  )cot(
'

'

)sin(')180sin(
'

)cos(')180cos(
'

A
CB

AB

AACCBA
AC

CB

AACABA
AC

AB
















 

Y, finalmente, )cot( AaAH  , teniendo en cuenta que es un número negativo. 

 

Problema propuesto: 7.18. 



11.4 Bisectrices, incírculo, incentro e inradio. 
 

El concepto de bisectriz de un ángulo fue introducido y estudiado en el apartado 3.10. 

Ahora vamos a estudiar sus implicaciones y propiedades en el triángulo. 

 

11.4.1 Definición. Circunferencia inscrita en un triángulo. 

Diremos que una circunferencia está inscrita en un triángulo cuando esté contenida en 

su interior y sus tres lados sean tangentes (4.3.3) a la circunferencia. Llamaremos 

incentro a su centro e inradio a su radio, que se suele denotar con la letra r minúscula. 

 
 

En 3.10.4 vimos que, incluso en el contexto de un plano de Hilbert, las tres bisectrices 

de un triángulo se cortan en un mismo punto llamado incentro. Este punto está 

caracterizado por equidistar de los tres lados, y por tanto, trazando perpendiculares 

desde este punto a cada lado, estas tres perpendiculares serán congruentes. Luego es el 

centro de la circunferencia inscrita (Ver 11.4.7). Así pues, en un plano de Hilbert 

siempre podemos inscribir una circunferencia dentro de un triángulo. 

  

11.4.2 Proposición. Teorema de la bisectriz interior. (Elementos 6.3)  

Si CC‘ es la bisectriz interior al vértice C de un triángulo ABC , se cumple  

 

 

 

CB

AC

BC

AC


'

'
 

 

Es decir, una bisectriz de un triángulo divide a su lado opuesto en segmentos 

proporcionales a los lados adyacentes. Además esta propiedad caracteriza la bisectriz 

interior del vértice C. 
 

Demostración. Esta proposición se demostró en 8.2.9, veamos aquí una demostración 

utilizando trigonometría: 

Por 9.2.1 sabemos que   2/)sin(''  CCACACC  y   2/)sin(''  CCBCCBC  

Luego  

 
  BC

AC

CCBC

CCAC

CBC

ACC











2/)sin('

2/)sin('

'

'




 

 

Ahora trazamos la altura CD correspondiente al vértice C del triángulo.  



 
 

 

 
  BC

AC

CDBC

CDAC

CBC

ACC

'

'

2/'

2/'

'

'










 , luego 

BC

AC

BC

AC


'

'
 

 

 

Problema propuesto: 6.51. 
 

 

11.4.3 Proposición. Teorema de la bisectriz exterior. 

La proposición anterior también es válida para la bisectriz exterior de un vértice: 
 

 

 

 

CB

AC

BC

AC


'

'

 

Demostración. Trazamos la recta paralela a AC por B. Sea D su punto de intersección 

con CC‘ 

 
 

 CDBBDAC //  por el Recíproco del teorema de los ángulos internos alternos 

(6.3.5). 

Luego BCD  es isósceles en C: BCDCDB  , y por consiguiente BDBC  . 

 

Por otro lado, BDCACCBDCBACBDAC  ','// , de lo que deducimos 

que los triángulos CAC '  y DBC '  son semejantes, pues tienen los mismos ángulos. 

 

Por lo tanto tendrán lados proporcionales: 
BC

AC

BD

AC

BC

AC


'

'
 

 



11.4.4 Proposición. 

Sea un triángulo ABC  y D el punto de corte entre la bisectriz de A  y el lado opuesto 

BC . Si BCa  , ACb   y ABc  , tenemos: 

 

 

 
 

a) 
cb

ca
BD


  , 

cb

ba
CD


  

b) DCBDcbAD 2   

c)  




























2

22

2

2 1)(
)( cb

a
bcacb

cb

bc
AD  

d) 
 2

2 )(4

cb

asscb
AD




        donde 2/)( cbas 

 

Demostración. a) Por el Teorema de la bisectriz (11.4.2), 

CD
cb

ba

b

cb

CD

a

b

cb

CD

CDBD

b

c

CD

BD

b

c

CD

BD












 11  

Y de forma similar se demuestra que 
cb

ca
BD


 . 

 

b) Prolongamos la recta AD hasta cortar en E la circunferencia circunscrita al triángulo. 

 

 

ABCAEC   por ser ángulos que abarcan un 

mismo arco y claramente BADEAC  , luego  

 

AEC  y ABD  son triángulos semejantes, y por 

tanto 

b

DEAD

b

AE

AD

c 
  

Por otro lado, por 10.2.1, 
AD

CDBD
DEDEADCDBD


  y por tanto 

CDBDAD
AD

CDBD
ADADbc

b
AD

CDBD
AD

b

DEAD

AD

c








 








 2  

De donde se deduce CDBDbcAD 2 . 

 

c) Sustituimos en la expresión anterior las igualdades del apartado a: 

 22

22

22

2

2

2

2
22

)(
)()(

)(

)(
1

)(

acb
cb

bc

cb

acb
bc

cb

a
bc

cb

bca
bc

cb

ab

cb

ac
bcADCDBDbcAD








































 

d) )22(2))(()( 22 assacbcbaacb  , luego  

 
cb

asbcs
AD

cb

asbcs

cb

assbc
acb

cb

bc
AD



















)(2

)(

)(4

)(

)22(2
)(

)( 22

22

2

2  



Observación. Otras fórmulas para las longitudes de las bisectrices. 

Denotando por al , bl  y cl  las bisectrices por los vértices A, B y C respectivamente, se 

cumple:  

 

a) 
2

cos
2 A

cb

cb
la


   

2
cos

2 B

ca

ca
lb


   

2
cos

2 C

ba

ba
lc


  

 

b) 
cb

assA )(

2
cos


   

ca

bssB )(

2
cos


   

ba

cssC )(

2
cos


  

 

Ejercicio propuesto: 1.33. 

 

11.4.5 Corolario. Teorema de Steiner-Lehmus. 

En 1840, C.L.Lehmus (1780-1863), profesor en Berlín, escribió a Steiner pidiéndole 

una demostración ‖puramente geométrica‖ de la solución al siguiente problema: 

 

Si un triángulo tiene dos bisectrices iguales, ¿es isósceles? 

 

Algún tiempo después, Steiner estudió los casos de las bisectrices interiores y exteriores 

y demostró el que se conoce como Teorema de Steiner-Lehmus: Si las bisectrices 

interiores de un triángulo son iguales, el triángulo es isósceles. 

 

Demostración. Aplicando 11.4.4c a las bisectrices CE y BD tenemos 

 


























2

1
ba

c
abCE  y 


























2

1
ca

b
acBD , luego, por hipótesis: 

cbcb
caba

bccbabccabaacbacba

ca

b
ac

ba

c
ab

ca

b
ac

ba

c
ab












































































































0
)()(

)3)()((

11011

22

22222

2222

 

 

Nota. En el caso de las bisectrices exteriores, la situación es algo más compleja. Si el 

triángulo es isósceles, las bisectrices exteriores correspondientes a los ángulos iguales 

son iguales. Sin embargo, Emmerich (1900) dio el siguiente ejemplo de un triángulo 

escaleno con bisectrices exteriores iguales: Sean BM y CN las bisectrices exteriores de 

B y C del triángulo de ángulos B=12º, C=132º, A=36º. Ya que CMB48ºBCM  , 

y BNC12ºCBN  , resulta que BM=BC=CN. Obsérvese que el exincentro Ia está 

en el segmento BM pero no en el CN. 

 
Fuente: Francisco Bellot Rosado. Revista Escolar de la Olimpíada Iberoamericana de Matemática 

Número 17 (Ene-Feb 2005) 



11.4.6 Proposición. Incentro de un triángulo. Circunferencia inscrita. Inradio. 

a) Las bisectrices de un triángulo se encuentran en un único punto llamado incentro. 

 

 
 

Observación: Este mismo resultado se demostró en 3.10.4. 

 

b) Si trazamos las rectas perpendiculares a cada lado por el incentro, estos tres 

segmentos serán congruentes, y por tanto serán radios de una misma circunferencia 

tangente a los tres lados del triángulo. Esta circunferencia se llama circunferencia 

inscrita, su centro será el incentro, y llamaremos inradio a su radio. 

 

 
 

Observación: La circunferencia inscrita no es la única circunferencia tangente a los tres 

lados que podemos trazar. En el apartado 11.10 veremos que existen otras tres con esta 

misma propiedad. 

 

Demostración. a) Por 11.4.2 sabemos que 

CB

AC

BC

AC


'

'
, 

AC

BA

CA

BA


'

'
, 

BA

CB

AB

CB


'

'
 

luego  

1
'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'


AC

CB

BA

AC

CB

BA

AC

BC

BA

CA

CB

AB

AC

BC

BA

CA

CB

AB
 

 

y basta aplicar el teorema de Ceva (11.2.1). 

 

b)  

 

 

Nota: Para una determinación del alternativa del incentro, ver 11.12.1 (Teorema del 

Tridente).



11.4.7 Proposición. El incentro determina ángulos complementarios. 

Dado un triángulo ABC  con incentro I,  sean A', B' y C' los puntos de corte entre las 

rectas AI, BI y CI con los respectivos lados BC, AC y AB. 

 

 

 

 

 

º90' CIBCAI  

 

Demostración. Sean 'CAA , 'ABB  , 'ACC . Sean ICBx ' ,  

BABy ' . 

 
 

Observando el triángulo ABC , 180180222   . 

Observando el triángulo BAB' , 1802   y  

Observando el triángulo 'CIB , yxyx   180180  

Luego 901809018021802  xxxy   

 

11.4.8 Proposición. Relación entre inradio y semiperímetro. 

Dado un triángulo ABC  con inradio r y semiperímetro s, se cumple  

 

 

 

 

 

  srABC   

 

 

 

Demostración. Basta dividir el triángulo en tres triángulos ACI , BCI  y ABI . Los 

tres tienen como altura el inradio r, luego  

       
2222

ACBCAB
r

rACrBCrAB
BCIACIABIABC











  

 

Ejercicios propuestos: 1.34 y 2.21. 



11.4.9 Proposición. 

Sea un triángulo ABC , AD, BE y CF las respectivas bisectrices por A, B y C, y sea I 

el incentro.  Si BCa  , ACb   y ABc  , y s es el semiperímetro, entonces: 

 

 

 

a) 
a

cb

ID

AI 
  

b

ca

IF

BI 
  

c

ba

IE

CI 
  

 

b) 
s

asbc
AI

)( 
  

s

bsac
BI

)( 
  

s

csab
CI

)( 
  

 

Demostración. 

a) Considerando el triángulo ABD , con bisectriz BI , por 11.4.2 tenemos 
ID

AI

BD

c
 . 

Considerando el triángulo ADC , con bisectriz CI , por 11.4.2 tenemos 
ID

AI

CD

b
  

Luego 
c

cb

BD

a

c

cb

BD

BDCD

c

b

BD

CD

c

b

BD

CD

CD

b

BD

c 
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Luego 
a

cb

BD

c

ID

AI 
  

 

Las otras dos igualdades se demuestran con un razonamiento similar. 

 



11.4.10 Proposición. Los puntos de tangencia de un triángulo y su incírculo. 

En un triángulo ABC , sean A‘, B‘ y C‘ los puntos de contacto entre la circunferencia 

inscrita y los lados BC, AC y AB. Entonces: 

 

 

a) '' ABAC  , ''CBAI   y si P es el 

punto de corte entre AI y ''CB , se 

cumple '' PBPC  . 

 

b) asACAB  '' , bsBABC  ''  

y csCACB  '' , donde s es el 

semiperímetro del triángulo. 

 

 

Demostración.  a) Puesto que ACIB '  y ABIC ' , los puntos B‘ y C‘ pertenecen a 

la circunferencia de diámetro AI.  

 
Luego 2/'''''' AIBCIACIABICB   

Y por tanto '''''''90''''' BACICBIACICBIBCIABCAB   

Luego ''CAB  es isósceles en A y por tanto '' ABAC  . Los triángulos PAC '  y 

PAB'  son congruentes por el criterio ASA, y por tanto '' APCAPB  , ángulos 

suplementarios congruentes luego ángulos rectos. 

En todo triángulo isósceles la bisectriz por un ángulo coincide con la mediana, luego 

PBPC ''  . 

b)  ACABBCBCACABas2  

 
''222'22

'2)''('2''''''''

ACasACasaACas

aACCABAACCAACBAACCBABBCAC




 

Las otras dos identidades se demuestran de la misma manera. 

 

Problemas propuestos: 6.47, 7.41. 

 

Nota. En el problema 3.11 se demuestra que A', B' y C' son las trazas de un punto 

llamado Punto de Gergonne Ge. 

 



11.4.11 Proposición. Dualidad entre un triángulo y el triángulo pedal del incentro. 

Dado un triángulo ABC  con incentro I, sean ',',' CBA  los puntos de contacto entre su 

circunferencia inscrita y los lados BC, AC y AB, respectivamente. Entonces: 

 

a) La circunferencia inscrita de ABC  es la circunferencia circunscrita de ''' CBA . 

b) '' ACAB  , '' BCBA  , '' CBCA  . 

c) CBIABICIAAIC  '''' , BAICAIBICCIB  '''' , 

ACIBCIBIAAIB  '''' . 

d) Las bisectrices de ABC  son las mediatrices de ''' CBA . 

e) El incentro de ABC  es el circuncentro de ''' CBA . 

f) ABIC 
2

1
º90 . 

 
 

Demostración. a) Por construcción.  

b) Basta aplicar 10.1.13, o 11.4.10a. 

c) Sea ''A  el punto de corte entre la bisectriz AI  y el segmento ''CB . Acabamos de ver 

que '' ACAB   y '' ICIB   por ser radios, luego '' IBAC  es una cometa y por tanto sus 

diagonales se cortan en ángulo recto por 3.13.2.  

'''' AIBAIB   por ser triángulos rectángulos compartiendo un mismo ángulo, luego 

'''' IABIBA  , y de la misma manera ''''' IABIACICA  . Luego ''CIB  es 

isósceles, y por tanto su altura AI es mediatriz del lado ''CB . 

d), e) y f) se deducen directamente del apartado anterior. 

 

 

Problemas propuestos: 5.26 y 5.41. 

 
Observación: Los puntos de contacto entre un triángulo y su incírculo son la base de la 

denominada "Transformación de Ravi", una técnica muy útil para resolver problemas 

con desigualdades. Esta transformación se introduce en el Tema 10 de DE.

http://www.toomates.net/biblioteca/Desigualdades.pdf


11.5 Medianas y baricentro. 

 
11.5.1. Proposición. 

Sea ABC  un triángulo, y M el punto medio de BC. 

 

 

a) La mediana AM divide el triángulo 

en dos triángulos con áreas iguales. 

 

b) )sin()sin( MACACBAMAB  . 

 

c) 
2

ACAB
AM


  

 

Demostración. a) ABM  y AMC  son dos triángulos con la misma base y misma 

altura, luego tienen el mismo área. 

b) Puesto que    AMCABM  , aplicando 9.2.1, 

)sin()sin(
2

)sin(

2

)sin(
MACACBAMAB

MACACAMBAMAMAB






 

c) Prolongamos la mediana AM hasta un punto A‘ tal que 'MAAM  . El cuadrilátero 

resultante 'BACA  será un paralelogramo por 7.1.2e, luego 'BAAC   por 7.1.2c. 

Aplicando la desigualdad triangular a 'ABA , tenemos que 

2
''2

ACAB
AMACABBAABAAAM


  

 

Problema propuesto: 5.16. 

 

Nota: En el problema 6.24e se demostrará que 
4

)(2 222
2 acb

AM


  

 

11.5.2 Proposición.  

Las medianas de un triángulo se encuentran en un punto único llamado baricentro, que 

se denotará G. 

 
 

Demostración. 

1
'

'

'

'

'

'


AC

BC

BA

CA

CB

AB
 luego claramente 1

'

'

'

'

'

'


AC

BC

BA

CA

CB

AB
, y basta aplicar el teorema 

de Ceva. 

 

Problema propuesto. 5.6. 



11.5.3 Proposición. 

a) Las medianas de un triángulo determinan seis triángulos internos de áreas 

iguales. 

b) Las medianas de un triángulo se cortan en razón 2:1. 

 

Demostración. Sea un triángulo ABC  y sus medianas AA‘, BB‘ y CC‘. Sea G su 

baricentro. Los triángulos marcados con la misma letra tienen áreas iguales, pues tienen 

la misma base y comparten una altura común. 

 

 
 

Pero por el mismo motivo    '' ACCBCC  , luego cbca  22 . 

De la misma manera,    '' CAABAA  , y por tanto abac  22 , así pues 

cba  , es decir, los seis triángulos tienen la misma área. 

Ahora tenemos que     '2 GBAABG  , y como ambos triángulos comparten una 

altura, por 8.2.6 se ha de cumplir '2' GAGA  . 

 

 
 



11.5.4 Proposición. Caracterización del baricentro. 

Sea G el baricentro de un triángulo ABC , con medianas AK , BF  y CE . 

Sea M en AB y N en AC de forma que la recta MN pase por G. 

Entonces se cumple  

 

 

ANAMMBANNCAM   

 

o equivalentemente 

 

AM

MB

AN

NC
1

 

Nota. Esta propiedad caracteriza el baricentro de un triángulo. 

 

Demostración. Prolongamos la recta MN hasta encontrarse con BC en P. 

 

 
 

Aplicando el teorema de Menelao al triángulo AKC  y la recta MN: 

1
GA

KG

PK

CP

NC

AN
 

Pero 
2

1


GA

KG
 por 11.5.3b, luego 

PK

PC

AN

NC

PC

PK

CP

PK

NC

AN

PK

CP

NC

AN

2

22
1

2

1



  

 

Aplicando el teorema de Menelao al triángulo AKB  y MN: 1
MA

BM

PB

KP

GK

AG
 

Pero 
1

2


GK

AG
 por 11.5.3b, luego 

PK

PB

KP

PB

MA

BM

MA

BM

PB

KP

22
1

1

2
  

 

Sumando las dos igualdades anteriores:  

1
2

2

222





PK

PK

PK

PBPC

PK

PB

PK

PC

MA

BM

AN

NC
 

 

Teniendo en cuenta que  

PKBKPBBKPBPBBKPBPBPC

BKPBBCPBPC

2)(2222

2




 



11.5.5 Teorema. Teorema de Apolonio. 

Si AD  la mediana de un triángulo ABC , se cumple 

 

 

a)   22222 ABACBDAD   

 

b) 
2

22 222 acb
AD




 

Demostración.  

a) Se puede deducir como corolario al Teorema de Stewart (9.1.6) cuando 

2

BC
DCBD  . En efecto: 

  2222

222222

222

2

2222

ABACBDAD

ABACBDBDADBDABBDACBDBDBDBDAD

DCABBDACBCDCBDBCAD







 

 

b)  

 

2

22

4

22

2

22

2
2

2
2

4
2

2
22

222222
2

2222
222

2
2

2
2

2

2222222

acb
AD

acb
AD

acba
cbAD

a
AD

a
AD

a
ADcbcbBDAD













































 

 

 

Problema propuesto: 6.7.



11.6 Mediatrices, circuncírculo, circuncentro y circunradio. 
 

11.6.1 Definición. Triángulos circunscribibles. 

Diremos que un triángulo es circunscribible cuando exista una circunferencia que pase 

por sus tres vértices. Llamaremos a esta circunferencia circunscrita o circuncírculo, 

llamaremos circuncentro a su centro (que denotaremos con la letra O) y circunradio a 

su radio, que se suele denotar con la letra R mayúscula. 

 
Notación: Escribiremos )(ABC  para referirnos a la circunferencia circunscrita al 

triángulo ABC . 

 

11.6.2 Proposición.  

En un plano euclídeo, las tres mediatrices de un triángulo (3.9.7) se encuentran en un 

único punto llamado circuncentro. Este punto es el centro de la circunferencia 

circunscrita, es decir, en un plano euclídeo todo triángulo es circunscribible. 

 
 

Recíprocamente, si un triángulo es circunscribible, las tres mediatrices se encuentran en 

un mismo punto.  

 

Demostración. Sea un triángulo ABC . Trazamos la mediatriz del lado AB  y del lado 

AC . Estas dos rectas no pueden ser paralelas por 6.6.2. Sea O su punto de corte. 

Para demostrar que O también pertenece a la mediatriz asociada al lado BC , 

utilizaremos repetidamente la caracterización de 3.9.8: 

OABO   por estar O en la mediatriz del lado AB .   

OACO   por estar O en la mediatriz del lado AC . 

Luego COBOCOOABO   y por tanto O pertenece a la mediatriz asociada 

al lado BC . Claramente, la circunferencia de centro O y radio OCOBOAr   pasa 

por los tres vértices. 

Supongamos ahora que el triángulo ABC  es circunscribible por una circunferencia de 

centro P. Entonces claramente PCPBPA   y por la caracterización 3.9.8 dicho 

punto P pertenecerá a las tres mediatrices del triángulo, es decir, las tres mediatrices se 

cortarán en P. 

 

Ejercicio. Ejercicio 1.31. 



11.6.3 Proposición. Bisectriz e incentro vs. circunferencia circunscrita. 

Sea ABC  un triángulo y O su circuncentro. Sean A', B' y C' los puntos medios de los 

lados BC, AC y AB respectivos, y sean A'', B'' y C'' los puntos de corte entre las rectas 

OA'', OB'' y OC'' con los arcos BC, AB y AC respectivos de la circunferencia 

circunscrita. 

a) El triángulo '''' HCB es un triángulo isósceles en O cuyos ángulos son 2/A , 

2/A  y CB  . 

 
 

b) La recta ''AA  es la bisectriz del ángulo A . 

 
 

Observación. En 11.13 se estudiarán otras propiedades interesantes del punto ''A . 

 

Demostración. 

a) En primer lugar, CAOB  2  por ser un ángulo central que abarca su mismo arco. 

Puesto que AH=HB, AHB  es isósceles y por tanto CAOBAOC  2/'  

De la misma forma se demuestra que BAOB  '' . Por ser '''' OCB  isósceles, 

22

)(180

2

''''180
''''

ACBOCB
OCB








  

 

b) 2/2/'''' ACOACAA   Por el Teorema del ángulo central, y de la misma 

manera 2/2/'''' ABOABAA  , es decir, AA‘‘ es la bisectriz del ángulo A . 

 



11.6.4 Teorema. El teorema extendido del seno. 

Sea ABC  un triángulo y O el centro de su circunferencia circunscrita. Sea R el radio 

de esta circunferencia.  

 

 

 

 

R
C

c

B

b

A

a
2

sinsinsin
  

 

Demostración. Trazamos los segmentos CO y OB. Sea D el punto medio del segmento 

CB. La perpendicular a CB que pasa por D es una  mediatriz del triángulo por lo tanto 

pasa por el centro O. 

 
 

Por 10.1.1, DOBA   , pero por definición del seno de un ángulo tenemos 

R

a
DOB

2/
)sin(  , por lo tanto 

R

a
AaAR

R

a
A

R

a
A

2
sinsin2

2
sin

2/
sin   

 

De la misma forma se demuestran las igualdades con los ángulos B y C. 

De forma similar se demuestra este teorema cuando el circuncentro cae fuera del 

triángulo. 

 



11.6.5 Corolario. Identidades con los radios. 

Sea ABC un triángulo de lados a, b y c. Sea R el radio de la circunferencia 

circunscrita. Entonces: 

 

 

 

a)  
R

cba
ABC

4
  

 

b) abcrRs 4

Demostración. a) Por 11.6.4 sabemos que 
R

a
AR

A

a

2
sin2

sin
 . Por 9.2.1 sabemos 

que   AcbABC sin
2

1
 , luego  

R

cba

R

a
cbAcbABC

422

1
sin

2

1
 . 

b) Basta aplicar   srABC   (11.4.8). 

 

Problema propuesto: 6.44. 

 

11.6.6 Teorema. La recta de Simson. 

Dado un triángulo ABC  y P un punto de su circunferencia circunscrita, los puntos de 

corte entre cada lado y sus perpendiculares respectivas por P están alineados. La recta 

que los contiene se llama recta de Simson. 

 
 

Demostración. Sea A‘, B‘ y C‘ los puntos de corte entre cada lado y sus respectivas 

perpendiculares por P.  

 

Sea CAB . Veamos que 

''PCB , y por tanto el cuadrilátero 

''BAPC  es cíclico (1). 

 

 

Sea CBA . Tenemos que 

''PAC , y por tanto el cuadrilátero 

BPAC ''  es también cíclico (2). 



Sea ACBx ''  y '' ABCy  . Queremos demostrar que yx  . 

'APBx  , 'BPAy   (ángulos que abarcan el mismo arco de circunferencia). 

yxAPByPBCPAC   ''' . 

yxACBAPBACB  180  por ser APBC  cíclico, pero por otro 

lado ACB 180 , y por tanto yxyx 0 . 

 

Demostración de (1): Sea Q el punto de corte entre AB  y 'PB . Los triángulos 

rectángulos QAB'  y QPA'  son semejantes pues '' PQAAQB  . Luego 

''PABCAB  . Y por lo tanto el cuadrilátero ''BAPA  es cíclico. 

 

Demostración de (2): Sea ACP . ABP  por ser ángulos que abarcan un 

mismo arco de circunferencia. 

90'180'   BPAPBA . 

Pero por otro lado  90'PBC , luego 

  9090'''' BPAPBCPAC . 

 

Nota histórica. Aunque esta recta se atribuye a Robert Simson (1687-1768), fue 

descubierta por William Wallace en 1797. 

 

11.6.7 Teorema. Recíproco del teorema de Simson. 

Dado un triángulo ABC  y un punto P cualquiera, si los puntos de corte entre cada lado 

y sus perpendiculares respectivas por P están alineados entonces P pertenece a la 

circunferencia circunscrita del triángulo. 

 

Demostración. En el Ejercicio 3.18 se demuestra mediante coordenadas baricéntricas. 

 

Ejercicio propuesto: 1.32. 

 

11.6.8 Proposición. Ángulos de la tangente al circuncírculo por un vértice. 

Sea ABC  un triángulo y   su circunferencia circunscrita. Sea r la recta tangente a   

por C. Entonces: 

 

 

 

 

 

 

BACr  ),(  y ABCr  ),(  

 

Demostración. Es una consecuencia directa de 10.2.7.



11.6.9 Teorema. Las reflexiones del ortocentro. El triángulo circun-órtico. 
 

 

 

a) Las reflexiones del ortocentro respecto de los lados 

de un triángulo pertenecen a su circunferencia 

circunscrita.

 

 

 

b) Llamaremos "triángulo circun-órtico" de ABC  al 

triángulo ''' CBA  formado por las reflexiones 

',',' CBA de H respecto a los lados BC, AC y AB, 

respectivamente. Acabamos de ver que dicho triángulo 

pertenece a la circunferencia circunscrita de ABC . 

Hemos visto también que '' BCCABA  , luego los 

arcos A'B y C'B son iguales. De la misma forma se 

demuestra que los arcos AB' y AC' y los arcos CB' y 

CA' son iguales.  

Las alturas de ABC  son las bisectrices de ''' CBA

 

 

 

c) Los ángulos asociados a los arcos AB' y AC' son 

iguales a A90  

 

 

 

d) La circunferencia )(BCH  es la reflexión de )(ABC  

respecto del lado BC, luego tienen el mismo radio. Lo 

mismo sucede con las circunferencias )(ACH  y 

)(ABH , todas son iguales a )(ABC . Llegamos así al 

siguiente resultado:  

 

Los circuncírculos formados por dos vértices y el 

ortocentro de un triángulo son iguales al circuncírculo 

de dicho triángulo. 

 

Además, la reflexión ''A  de A respecto de BC 

pertenecerá a )(BCH . 



Demostración. a) Sea ''H  la proyección ortogonal del ortocentro H en el lado BC, y sea 'H  la 

reflexión de H respecto a dicho lado. Sea D la proyección ortogonal de H en el lado AB. 

 

 
 

Puesto que los triángulos rectángulos ''BAH  y BCD  comparten el vértice B, son 

semejantes, y por tanto DCBABH  '' . 

Luego '''' ABHCHH  , por el criterio AA. 

Luego ABCABHCHH  ''''  

''''' HCHHCH   por el criterio SAS. Luego ''''' CHHHCH  . 

Finalmente, ABCCHHHCHACH  ''''''  y por tanto )(' ABCH  . 

 

c) Sea D el punto de corte de la altura por C y el lado AB. 

AACDACCCAA  90'''  

 

Nota 1. En esta demostración estamos suponiendo que A y H' se encuentran en lados opuestos 

de BC. En https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/AltitudeAndCircumcircle.shtml#Explanation 

Encontramos una demostración ligeramente diferente, en la que se demuestra que, si H' es el 

segundo punto de corte entre la altura por A y la circunferencia circunscrita, dicho punto es la 

reflexión del ortocentro respecto al lado BC. 

Nota 2. En https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/EqualCirclesOrthocenter.shtml#solution encontramos, 

además, interesantes referencias históricas sobre este teorema. 

 

Problemas propuestos: 7.11, 7.36. 

 

11.6.10 Proposición. 

La reflexión  H' del ortocentro H respecto del punto medio M de un lado pertenece a la 

circunferencia circunscrita del triángulo. 

 
Demostración. Es el problema 5.31.

https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/AltitudeAndCircumcircle.shtml#Explanation
https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/EqualCirclesOrthocenter.shtml#solution


11.7 La circunferencia de los nueve puntos. La recta de Euler. 
 

11.7.1 Teorema. La circunferencia de los nueve puntos. 

Dado un triángulo ABC , con ortocentro H, sean CBA HHH ,,  los pies de las alturas 

respectivas por los vértices A, B y C, y sean CBA MMM ,,  los puntos medios de los lados. En 

11.6.9a hemos demostrado que los simétricos ',',' CBA  del ortocentro H respecto de los lados 

pertenecen a la circunferencia circunscrita )(ABC , y en 11.6.10 hemos demostrado que los 

simétricos '','','' CBA  del ortocentro H respecto de los puntos medios de los lados también 

pertenecen a )(ABC . Luego, si realizamos una homotecia de razón 2/1  y centro H, los puntos 

',',' CBA   se transformarán en CBA HHH ,, , y los puntos '','','' CBA  se transformarán en 

CBA MMM ,, . Pero, puesto que las homotecias transforman circunferencias en circunferencias, 

la circunferencia circunscrita )(ABC  se transformará en una nueva circunferencia, llamada 

"Circunferencia de los nueve puntos", que pasará por CBACBA MMMHHH ,,,,,  y por los 

puntos medios de los segmentos HCHBHA ,, . 

 
Además, está claro que el radio de la circunferencia de los nueve puntos es 2/1  del radio de 

)(ABC , y que su centro X5 (siguiendo la notación ETC, ver 19.1.13) será el punto medio del 

segmento HO  entre el ortocentro y el circuncentro del triángulo.  

En general, todo punto P de la circunferencia de los nueve puntos es el punto medio del 

segmento que une el ortocentro del triángulo con el punto de corte de la recta PH  con la 

circunferencia circunscrita. 

 

Nota. En el Problema 4.7 se demuestra la existencia de la Circunferencia de los nueve puntos 

sin utilizar homotecias. En 19.9.6 se estudia esta circunferencia mediante coordenadas 

baricéntricas. 

 

Nota histórica. Esta circunferencia ya era conocida por Euler (1795), aunque Karl Feuerbach 

(1800-1834) la redescubrió en 1822, por eso también es llamada ―circunferencia de 

Feuerbach‖. Feuerbach también demostró que esta circunferencia es tangente a la 

circunferencia inscrita y a las circunferencias exinscritas (ver 11.7.3). 

 

Problema propuesto. 5.39. 



11.7.2 Teorema. La Recta de Euler. 

El circuncentro O, el ortocentro H y el baricentro G de un triángulo están alineados, y G divide 

HO  en una razón 1:2 . La recta que pasa por estos tres puntos se denomina "Recta de Euler" 

del triángulo. 

Esta recta también contiene 5X , el centro de la circunferencia de los nueve puntos. 

 

 
 

Demostración. Se demostrará en 19.3.10 mediante coordenadas baricéntricas. 

 

11.7.3 Teorema. El punto de Feuerbach.  

La circunferencia inscrita y la circunferencia de los nueve puntos de todo triángulo no 

equilátero son tangentes entre sí, y su punto de tangencia F se denomina "Punto de 

Feuerbach" del triángulo. 

 

 
 

Demostración: El problema 6,70 propone demostrar este resultado aplicando las técnicas de 

números complejos que serán introducidas en el Tema 20.



11.8 Los puntos de Brocard. 

 
11.8.1 Teorema. Los puntos de Brocard. El ángulo de Brocard. 

Dado un triángulo ABC , existirá un único punto P tal que 

 

 

 

PBCPCAPAB   

 

A dicho punto le llamaremos Primer punto 

de Brocard, en honor su descubridor, el 

matemático francés Henri Brocard. 

 

 

 

 

El Segundo punto de Brocard es aquel 

que satisface la misma propiedad pero 

tomando los ángulos en sentido contrario: 

 

QBAQCBQAC   

 

 

Además se demuestra que   QACPAB , y dicho ángulo se llama ángulo de 

Brocard del triángulo. 

 

Demostración. El punto P es la intersección de las circunferencias )(APC  , )(APB  y )(BPC , 

pero estas circunferencias las podemos determinar sin tener localizado el punto P. En efecto, 

para determinar el centro O  de )(APC  trazamos la mediatriz del segmento AB  y observamos 

que la recta AB será tangente a dicha circunferencia por la caracterización 10.2.7. 

 

 
 

Así pues, O será la intersección de la mediatriz OM y la perpendicular a AB por A. Esto 

demuestra que, además, los puntos de Brocard son únicos. 



Observación 1: Se conoce como circunferencias adjuntas las que pasan por dos de los 

vértices de un triángulo ABC y son tangentes a uno de los lados adyacentes. Hemos obtenido 

los puntos de Brocard como intersección de estas circunferencias. 

 

Observación 2: En 19.14 se determinarán las coordenadas baricéntricas de los puntos de 

Brocard. 

 

11.8.2 Teorema. El ángulo de Brocard. 

Dado un triángulo ABC , sea P un punto en su interior tal que PCAPBCPAB  . 

Entonces:  

 

 

a) 
 

222

4
tan

cba

ABC




  

b) 
ACB

CBA

sinsinsin2

sinsinsin
tan

222 
  

 

c) CBA 2222 csccsccsccsc   

 

Demostración. a) Sea PAx  , PBy   y PCz  . Aplicamos el Teorema del Coseno a 

sus tres triángulos interiores: 

cos2222 zbbzx   , cos2222 xccxy   , cos2222 yaayz   

Sumamos y simplificamos las tres igualdades anteriores: 

 
 yaxczb

cba
yaxczbcba






2
coscos20

222
222   

El área del triángulo será la suma de las áreas de los tres triángulos interiores: 

       

 
 

zbayxc

ABC
zbayxczbayxc

PCAPBCPABABC








2
sinsin

2

1
sin

2

1
sin

2

1
sin

2

1


 

Finalmente, 
 

 
 

222

222 4

2

2

cos

sin
tan

cba

ABC

yaxczb

cba

zbayxc

ABC



















  

 

b) Aplicando del Teorema del Seno y multiplicando por abc : 

 ABC
R

abc
CabBacAbc

Rc

C

b

B

a

A
 2

2
sinsinsin

2

1sinsinsin
 

Luego: 

 
 












ABC

cba

cba

ABC

4
cot

4
tan

222

222
  

 
     

(*)
sin2sin2sin2444

222222











Cab

c

Bac

b

Abc

a

ABC

c

ABC

b

ABC

a
 

 



Por otro lado: 

ACB

A

ACBkk

Ak

Ckc

Bkb

Aka

k
C

c

B

b

A

a

sinsinsin2

sin

sinsinsin2

sin

sin

sin

sin

sinsinsin

222
















  

ACB

CBA

CBA

C

BAC

B

ACB

A

sinsinsin2

sinsinsin

sinsinsin2

sin

sinsinsin2

sin

sinsinsin2

sin
(*)

222222 
  

c) Observamos que 

 ACPAACPAAPACPABPACPCA sinsinº180   

Aplicamos el Teorema del Seno al triángulo PCA : 

A

b

CPA

b
x

CPA

bx

sin

sin

sin

sin

sinsin










 , y de la misma forma 

B

c
y

sin

sin
 , 

C

a
y

sin

sin
 . 

 

 
C

ABC
C

Cab

C

ab

A
A

b

C

a
CPAzxPCA

2

2

2

22

sin

sin

sin2

sinsin

sin2

sin

sin
sin

sin

sin

sin

2

1
sin

2

1









 

Y de la misma forma:    
A

ABCABP
2

2

sin

sin 
  y    

B
ABCBCP

2

2

sin

sin 
  

Luego 

       

        











ABC
ABC

A
ABC

B
ABC

C
ABC

BCPABPACPABC

222

2

2

2

2

2

2

2

sin

1

sin

1

sin

1
sin

sin

sin

sin

sin

sin

sin




Y por tanto: CBA
ABC

2222

2222
csccsccsccsc

sin

1

sin

1

sin

1

sin

1
 


 

 

 
Fuente: 103 Trigonometry Problems From the Training of the USA IMO Team (Titu Andreescu, Zuming Feng), página 40. 

 

 

Problema propuesto: 6.37. 

 

 
    

 Pierre René Jean Baptiste Henri Brocard (12 de mayo de 

1845 - 16 de enero de 1922) fue un meteorólogo y matemático 

francés, especializado en geometría. Su descubrimiento mejor 

conocido es la invención y hallazgo de las propiedades de los 

puntos de Brocard, el Círculo de Brocard y el Triángulo de 

Brocard. El matemático contemporáneo Nathan Court escribió 

que él, junto con Émile Lemoine y Joseph Neuberg, fueron los 

tres cofundadores de la geometría triangular moderna.  

 

 

    

 

 



11.9 Triángulos de Napoleón. 
 

11.9.1 Teorema. 

Si trazamos externamente en los lados de un triángulo cualquiera ABC  los triángulos 

PAB , QBC  y RAC , de forma que los ángulos ―remotos‖ APBP  , 

BQCQ   y ARCR  sumen 180º, entonces las circunferencias circunscritas de 

estos tres triángulos tienen un punto en común. 

 
 

Demostración. Las circunferencias circunscritas a RAC  y QBC  se cortarán en C y 

en otro punto al que llamaremos F. 

Luego QBFC  180  y RAFC  180  por ser ARCF  y BFCQ  cuadriláteros 

cíclicos. 

Y por tanto 

PQRQR

QRBFCAFCAFB





180180180360

)180()180(360360
 

Así pues, F también pertenecerá a la circunferencia circunscrita de PAB .  

 

11.9.2 Corolario. 

Si los tres vértices de un triángulo ABC  están cada uno de ellos en los lados de otro 

triángulo PQR , entonces las circunferencias circunscritas de PAB , QBC  y RAC  

tienen un punto en común. 

 
Demostración. Claramente se cumplen las condiciones del teorema anterior. 



11.9.3 Corolario.  

Sean dos triángulos ABC  y DEF . Trazamos externamente por cada lado del 

triángulo ABC  tres triángulos PAB , QBC  y RAC , los tres semejantes a DEF , 

de forma que DP  , EQ   y FR  . 

Entonces los circuncentros de los tres triángulos forman un triángulo que también es 

semejante a DEF . 

 

Demostración. En primer lugar, se cumplen las condiciones del teorema anterior, luego 

las tres circunferencias circunscritas se cortarán en un punto común F. Sean A‘, B‘ y C‘ 

los circuncentros de los triángulos QBC , RAC  y PAB  respectivamente.  

Por 10.2.17 sabemos que ''CBAF  , ''CAFB   y ''BAFC  . Luego 'A  es 

suplementario de BFC  (basta ver que se forma un cuadrilátero cíclico con A‘, F y los 

puntos de corte de las cuerdas BF y CF), y por tanto QA  ' (el cuadrilátero FCQB  

es cíclico). De la misma manera se deduce que RB  '  y PC  ' , es decir, el 

triángulo resultante es semejante a DEF . 

 

11.9.4 Corolario. Teorema de Napoleón. 

Dado un triángulo cualquiera ABC , si trazamos externamente por cada uno de sus 

lados tres triángulos equiláteros, los respectivos circuncentros formarán un triángulo 

equilátero. 

 
 

Demostración. Claramente estamos ante un caso particular del anterior corolario 11.9.3. 

 

Nota. El problema 4.33 es una demostración de este teorema utilizando números 

complejos, que se estudiarán en el Tema 20. 

 
Nota histórica. Este teorema lleva el nombre del general y emperador francés Napoleón Bonaparte 

(1769-1821). Aunque es muy dudoso que tuviera los conocimientos matemáticos para descubrir y 

demostrar dicho teorema, es indudable es que Napoleón tenía una sólida formación matemática. 

Fue el mejor alumno en matemáticas en su etapa escolar en Brienne, donde estudió álgebra, trigonometría 

y cónicas, pero sobre todo geometría. El famoso matemático Pierre Simon Laplace (1749-1827)  le 

entrevistó para su ingreso en la Escuela Militar de París. Durante su campaña en Egipto estuvo 

acompañado de eminentes matemáticos como Gaspard Monge (1746-1818) y Joseph Fourier (1768-

1830), y a su regreso, después de realizar el golpe de Estado que le convirtió en Emperador de Francia, 

otorgó a la formación matemática un papel prioritario en la educación de los ciudadanos dentro de su 

modelo de Estado, el Estado moderno. Suya es la famosa cita «El avance y perfección de las matemáticas 

está íntimamente ligado a la prosperidad del Estado». Por poner un ejemplo, fue la influencia napoleónica 

la que impuso el sistema métrico decimal en España que sustituyó la amalgama de sistemas métricos 

regionales y locales que existía hasta aquel momento. 



11.10 Excírculos, excentros y exradios. El punto de Nagel. 
 

11.10.1 Proposición. Las circunferencias excritas. 

Cada vértice de un triángulo determina un ángulo interior. Sus dos ángulos adyacentes 

son opuestos por el vértice, luego iguales y comparten la bisectriz. Llamaremos ángulos 

exteriores a los ángulos adyacentes por cada vértice, y llamaremos bisectrices exteriores 

a las bisectrices de los ángulos exteriores. 

 

Dado un triángulo ABC , las bisectrices exteriores por B y por C no pueden ser 

paralelas, luego se cortarán en un punto al que llamaremos A-excentro y denotaremos 

por AI . Este punto equidistará de los tres lados del triángulo, luego pasará por la 

bisectriz interior por A. La distancia de AI  a los tres lados será el A-exradio. La 

circunferencia determinada por el A-excentro y el A-exradio es tangente al lado BC y a 

las prolongaciones de los lados AC y AC, y se denominará circunferencia A-excrita del 

triángulo, o simplemente A-excírculo. 

 
 

De la misma forma se define la circunferencia B-excrita y la circunferencia C-excrita, 

con sus correspondientes B-radio, C-radio, B-centro y C-centro. 

 

11.10.2 Proposición. Dualidad de ortocentros y excentros. 

El triángulo ABC  es el triángulo órtico (ver 11.3.3) del triángulo CBA III  de sus 

excentros. Las alturas del triángulo CBA III  son las bisectrices del triángulo ABC , y 

por tanto, el ortocentro del triángulo CBA III  es el incentro del triángulo ABC . 

 

 
 

Demostración. CBA IIAI   por la propiedad 3.10.6, luego AAI  es altura del triángulo 

CBA III . De la misma manera BBI  y CCI  son las otras dos alturas, es decir, las alturas 

del triángulo CBA III  son las bisectrices del triángulo ABC . 

 

Observación. En 11.4.11 se estudió otra dualidad relacionada con el incentro. 



11.10.3 Teorema. Puntos de tangencia de la circunferencia excrita. 

Sea un triángulo ABC , sean ',',' CBA  los puntos de tangencia de la circunferencia A-

excrita y los lados BC, AB y AC, respectivamente. Entonces: 

 

 

a) sACAB  ''  

 

b) csBABB  ''  

 

c) bsCACC  ''  

 

donde b y c son las longitudes de los lados 

AC y AB, respectivamente, y s es el 

semiperímetro del triángulo ABC . 

 

Demostración.  '' ACAB   pues son segmentos tangentes a una misma circunferencia 

con extremo común. Por el mismo motivo '' BABB   y '' CACC   

a)  sACABsCAACBAABCCACBBABACAB  ''2''''''  

b) Aplicando el apartado anterior, csABABBB  '' . 

c) Aplicando el primer apartado, bsACACCC  '' . 

 

 



11.10.4 Teorema. Homotecia entre incírculo y excírculo. 

Dado un triángulo ABC , sea I su incentro,   su circunferencia inscrita y ',',' CBA  los 

puntos de corte entre   y los lados BC, AB y AC, respectivamente. 

Sea J su A-excentro,   su circunferencia A-excrita y '','','' CBA  los puntos de corte 

entre   y las rectas BC, AB y AC, respectivamente. Entonces: 

 

a) Existe una homotecia  , de centro A, tal que )( , IJ )( , ')''( AA  , 

')''( BB  , ')''( CC  . 

 

b) El segmento 'DA  es un diámetro de  , con  )''(AD   . El segmento EA ''  es 

un diámetro de  , con )(' EA  . 

 
 

c) Las rectas IA ''  y JA'  se cortan en el punto medio de la altura por A de ABC . 

 

 
 

d) Como corolario tenemos que los ángulos que determinan los puntos de contacto del 

incírculo son los mismos ángulos que determinan los puntos de contacto del excírculo. 

 

 



Demostración. 

a) Sabemos que los puntos '',,', CCCA  están alineados, y también lo están JIA ,,  y 

'',,', BBBA . Los triángulos IAC '  y JAC ''  son semejantes, pues comparten el 

ángulo CAI . Luego 
AI

AJ

AC

AC


'

''
, y de la misma forma 

AI

AJ

AB

AB


'

''
. 

 

b) ''A , luego  )()''(  AD . Puesto que BC es tangente a   en ''A , su 

imagen )()( CB   será tangente a   en D, luego DICB )()(  . Pero 

BCCB //)()(  , luego DIBC  . La única recta perpendicular a BC que pasa por I es 

'IA , luego IDIA ' , es decir, D, I, A‘ están alineados. 

Con un razonamiento similar, aplicado a la homotecia 1  se demuestra que EA ''  es un 

diámetro de  . 

 

c) Está claro que AKJAIA //''//' , donde AK es la altura de ABC  por el vértice A. 

Consideremos la homotecia   centrada en ''A  que envía 'DA  a AK .El incentro I es el 

punto medio de 'DA , luego su imagen AKADIM  )'()()(   será el punto 

medio.  

 

d) Basta aplicar la homotecia 1  a los ángulos obtenidos en 11.4.11. 

 

Problemas propuestos: 5.3 y 5.42.  

En el problema 5.43 se propone demostrar que ''' CABA  . 

 

 

Observación: En el problema 3.9 se demuestra que los tres puntos de tangencia del 

triángulo con las circunferencias excritas son las trazas de un punto llamado Punto de 

Nagel Na del triángulo. 

 

 

 



11.11 La circunferencia de Apolonio. 
 

11.11.1 Proposición. La circunferencia de Apolonio asociada a dos puntos. 

Dados dos puntos A y B, el lugar geométrico de los puntos P del plano tales que  

0 
PB

PA
 

para un cierto 0  fijo determina una circunferencia, llamada circunferencia de 

Apolonio de los dos puntos. Su centro O  está en la recta AB y su radio satisface 

OBOAr 2  

 

 
 

El centro O de dicha circunferencia de Apolonio se puede determinar de dos maneras:  

 

a) Mediante tangente a la circunferencia circunscrita. 

O es el punto de corte entre la recta AB  y la recta tangente por P a la circunferencia 

circunscrita del triángulo ABP . 

 
 

b) Mediante bisectrices.  

O es el punto medio del segmento NM, donde N y M son los puntos de corte entre la 

recta AB y  las respectivas bisectrices internas y externas del ángulo APB . 

 

 
 



Demostración. 

a) Trazamos la circunferencia circunscrita al triángulo APB  y la recta tangente a dicha 

circunferencia por P. Sea O el punto su punto de corte con la recta AB. 

 

Por 11.6.8 sabemos que BOPA  , luego los triángulos OAP  y OPB  son 

semejantes, y por tanto 
OP

OA

OB

OP

PB

PA
 . 

De esta última igualdad se deduce que 2
OB

OP

OP

AO

OB

AO
, es decir, el punto O es un 

punto fijo de la recta AB. 

Además se cumple 22 rOPOAOB  , es decir, la distancia OP es fija. 

De todo esto deducimos que P pertenece a la circunferencia de centro O y radio 

OBOA . 

 

b) Trazamos las bisectrices interiores y exteriores del ángulo APB , y sean  M y N sus 

respectivos puntos de corte con la recta AB.  

Por el Teorema de la bisectriz interior (11.4.2) sabemos que 
BP

AP

AM

AN
, luego el 

punto N es independiente de P. 

 

De la misma manera, aplicando el Teorema de la bisectriz exterior (11.4.3) deducimos 

que el punto N es independiente de P.  

 

Además, por 3.10.5, º90MPN , y por tanto concluimos que el punto P pertenece a la  

circunferencia de diámetro MN . 

 

Recíprocamente, se comprueba que todo punto la circunferencia de centro O y radio 

OBOA  satisface 
PB

PA
. 

 

 

Observación 1. La igualdad OBOAr 2  será estudiada con detalle en el Tema 13, 

cuando introduzcamos el concepto de inversión y puntos inversos. 

  

Observación 2. Si 1  la circunferencia de Apolonio degenera en la recta mediatriz 

del segmento AB. 

 

Nota histórica. Se atribuye al matemático griego Apolonio de Perga (circa 262AC-

190AC), esta caracterización alternativa de una circunferencia. Mediante ella, la 

circunferencia deja de estar determinada como ―los puntos equidistantes a un centro 

dado‖, y para pasar a estar determinada como el lugar geométrico de aquellos puntos 

cuya razón de distancias a dos puntos fijos (llamados ―focos‖) es constante. 



11.11.2 Proposición. La circunferencia de Apolonio asociada a un triángulo. 

Dado un triángulo ABC , se define la C-circunferencia de Apolonio asociada al 

triángulo como el lugar geométrico de los puntos P tales que  

CB

CA

PB

PA
  

 

Es un caso particular de circunferencia de Apolonio, la asociada al segmento AB  y 

razón  

CB

CA
  

 

Claramente, el punto C pertenece a la C-circunferencia de Apolonio. 

 

El centro O de dicha circunferencia se puede determinar de dos formas: 

 

a) O es la intersección del lado AB y de la recta tangente por C a la circunferencia 

circunscrita del triángulo. 

 

 
 

 

b) O es el punto medio de N y M, donde N y M son las intersecciones de AB con las 

bisectrices internas y externas respectivamente asociadas al ángulo C . 

 

 
 

Demostración. Basta aplicar 11.11.1 

 

Problema propuesto: 7.24. 



11.11.5 Proposición. Los puntos isodinámicos de un triángulo. 

Las tres circunferencias de Apolonio asociadas a un triángulo se cortan en dos puntos 

del plano llamados puntos isodinámicos del triángulo. 

 

Demostración. Sean 1I  e 2I los dos puntos de corte entre la A-circunferencia y la B-

circunferencia de Apolonio. (Queda por demostrar que efectivamente se cortan en dos 

puntos). 

Tenemos que 
b

c

CI

BI


1

1  , 
b

c

CI

BI


2

2 , 
a

c

CI

AI


1

1  , 
a

c

CI

AI


2

2  , y por tanto 

 

a

b

c

b

a

c

BI

CI

CI

AI

BI

AI


1

1

1

1

1

1  y 
a

b

c

b

a

c

BI

CI

CI

AI

BI

AI


2

2

2

2

2

2  

Luego 1I  e 2I  también pertenecen a la C-circunferencia de Apolonio, es decir, las tres 

circunferencias de Apolonio asociadas a un triángulo pasan por los dos puntos del plano 

1I  e 2I , que se denominan "puntos isodinámicos" del triángulo ABC . O dicho de otra 

manera, las tres circunferencias de Apolonio son coaxiales. 

 

Observación. Los puntos 1I  e 2I  están catalogados como X15 y X16 en la ETC (ver 

capítulo 19). Sus coordenadas baricéntricas son: 

 





































3
sin:

3
sin:

3
sin15


CcBbAaX  

 





































3
sin:

3
sin:

3
sin16


CcBbAaX  

 
Fuente: Ercole Suppa en el documento "Trianguloscabri557_suppa.pdf" 

 

 

 



11.12 Teorema del Tridente y Teorema del Incentro-Excentro. 
 

11.12.1 Teorema. El teorema del Tridente. 

Sea un triángulo ABC  y sea   su circunferencia circunscrita. 

a) El punto de corte D entre la bisectriz de A  y   ( AD  ) pasa por la mediatriz del 

lado opuesto BC . 

 
 

Nota: La intersección entre la bisectriz por A y la mediatriz del lado opuesto BC 

pertenece a la circunferencia circunscrita de ABC , lo que puede ser muy útil para 

resolver problemas de geometría. Ver, por ejemplo, el Problema 7.28. 

 

b) Sea I el incentro del triángulo ABC . El punto D equidista de I, C y B: 

DBDCDI  , y recíprocamente, si el punto I' cumple BDCDDI ' , entonces I' es 

el incentro. 

 
 

Demostración. 

a) Por ser ángulos que abarcan un mismo arco, 2/ACADCBD  , y 

2/ABADBCD  , luego CDB  es isósceles en D. 

Por ser isósceles en D, la altura de este triángulo por D coincide con la mediatriz de 

BC , es decir, que el punto D pertenece a la mediatriz de BC . 

b)  

ICDICBBCDICBAACICAI

ACICAIAICDIC





2/

)180(180180
 

Luego CDI  también es isósceles en D y por tanto BDCDDI  . 

Para demostrar el recíproco tenemos que BCBACDACDI  '  por ser 

ángulos que abarcan el mismo arco. 



2/''2180'2

180'2180)2/'(2

180)2/'(2180'2'''

CCBICCBIBACBI

BACBIBACBI

BACBIBCDIDCICDIDICD







Y por lo tanto I' es el punto de corte de dos bisectrices, es decir, es el incentro del 

triángulo. 

 

Problemas propuestos: 7.26, 7.27. 

 

11.12.2 Corolario. 

Sea un triángulo ABC  y I su incentro. El punto D de corte entre AI y la circunferencia 

circunscrita ( AD  ) es el circuncentro del triángulo BIC . 

 

 
Demostración. Puesto que CDI  es isósceles en D, la mediatriz de CI pasa por D, y por 

el mismo motivo la mediatriz de BI también pasa por D. Luego D es el punto de corte 

de las mediatrices de CI y BI, que es, por definición, el circuncentro del triángulo  

BIC . 

 

11.12.3 Corolario. 
Aplicando 11.12.1a se deduce fácilmente que la bisectriz AD por el vértice A es 

también bisectriz del ángulo OAF , donde F es el pie de la altura por A y O es el 

circuncentro del triángulo. 

 
 

Demostración. ODOA , luego OAD  es isósceles, y por tanto ODAOAD  . 

Por otro lado, AFOD // , pues ambas son perpendiculares a BC, por el Teorema de 

Tales, DAFODA  , y finalmente DAFOAD  . 



11.12.4 Teorema. El Teorema del Incentro-Excentro. 

Dado un triángulo ABC , sea I su incentro, y P el punto de corte la bisectriz AI y la 

circunferencia circunscrita ( AP  ). En 11.12.2 hemos visto que P es el circuncentro de 

la circunferencia circunscrita de BCI . Además, el excentro Q de la circunferencia A-

excrita también pertenece a la bisectriz AI, y cumple PQIP  , es decir, 

PQPBPIPC   

 

 
Demostración. En 11.12.1 y 11.12.2 hemos visto la primera parte.  

El excentro Q de la circunferencia A-excrita es la intersección de las dos bisectrices 

externas por C y por B. Sabemos que estas dos bisectrices son perpendiculares a las 

bisectrices internas del triángulo CI y BI, respectivamente (3.10.5). 

También está visto (Observación 1 de 11.10.1) que el punto Q pertenece a la bisectriz 

interna AI. 

 

90ICQ , 2/CICB  , 2/APABBCP  , luego  

22

180
2/2/90

BAC
ACBCPICBICQPCQ





  

Pero por otro lado, 
2

B
IBCCQICQP


  

 

Es decir, el triángulo CPQ  es isósceles en P, y por tanto PQCP  . 

Con un razonamiento similar llegamos a PBPQ  , y puesto que BPCP  , tenemos 

que PQPBPCPI   

 

Nota. Los problemas 4.6 al 4.15 están dedicados a aplicar los resultados presentados en 

esta sección. 



11.13 Teoremas y desigualdades de Euler y Leibniz. 
 

11.13.1 Teorema. Teorema de Euler. 

Dado un triángulo ABC , sea O el circuncentro, I el incentro, r el inradio y R el 

circunradio. Se cumple: 

)2(2 rRROI   

 

 

Demostración. Sea P el otro punto de corte entre la recta CI y el circuncírculo.  

Extendemos el segmento OI hasta cortar el circuncírculo en los puntos G y J. 

Sea F el pie de la perpendicular a BC por I.  

 

 

Tenemos que ROJOG   y rIF  . 

Por 10.2.1, ICIPIJGI  . 

Por 11.12.1b se cumple PBIP  .  

 

Aplicando el Teorema del Seno en 

CBP : 

)2/sin(22
)2/sin(

CRPBR
C

PB




 

Por un lado, )2/sin()2/sin( CICIF
IC

IF
C  , por lo tanto 

RrIFRCICRICPBICIPIJGI 22)2/sin(2   

Por otro lado, se cumple OIROIGOGI  ,  

luego 22))(( OIROIROIRIJGI  , 

Y finalmente, 2222 22 OIRrRRrOIR   

 

11.13.2 Corolario. Desigualdad de Euler. 

 

rR 2  
 

Y la igualdad acontece si y solo si el triángulo es equilátero. 

 

Demostración. Basta aplicar 11.13.1. 

 

 

Problema propuesto: El Problema 6.59 propone demostrar rR 2  de forma directa. 

 

Problema propuesto: 7.15. 

 

Nota histórica: La desigualdad rR 2  fue descubierta por Euler en 1765. 

 



11.13.3 Corolario. 

En todo triángulo ABC , con circunradio R , inradio r  y semiperímetro s , se cumple 

233

Rs
r   

 

Demostración. Veamos la desigualdad de la izquierda: 

Por la desigualdad AM-GM y la identidad 11.6.5.a:  

    RsrRsrs

Rsrabccbas

43432

4332

3
3

33

33




 

 

Por 11.13.2 sabemos que rR 2 , luego srRsr 233 8343   

Con lo que llegamos a 
33

33333 3232233 s
rrrsrssrs   

 

Veamos ahora la desigualdad de la derecha: 

2

33

222
33332

233


R

c

R

b

R

a
RcbaRs

Rs
 

 

Por el Teorema del Seno (11.6.4) esta última desigualdad es equivalente a 

2

33
sinsinsin  CBA  

 

Que se demostró en el problema DE/6.15 como aplicación de la desigualdad de Jensen. 

 

11.13.4 Teorema. Teorema de Leibniz. 

En un triángulo ABC  de lados cba ,, , con circuncentro O, baricentro G y circunradio 

R, se cumple: 

 22222

9

1
cbaROG   

 

Demostración. Sea D el punto medio del lado BC.  

 
 

Aplicamos el Teorema de Stewart (9.1.6) al triángulo ADO  con la ceviana OG : 

  DGAOAGODGDAGOGAD  222  

 



Está claro que RAO   

Por 11.5.3b sabemos que  ADAG
3

2
 , ADGD

3

1
  

Luego 

 

(*)
9

2

3

1

3

2

3

1

3

2

9

2

3

1

3

2

3

1

3

2

9

2

2
33

1

3

2

3

1

3

2

22222222

222222

22222

ADRODOGRODADOG

RODADADRADODADOGAD

ROD
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ADRADODADADOGAD
































 

Por Pitágoras tenemos que 
4

2
22 a

RDO   

Por otro lado, en el problema 6.23e se demostró que 
4

)(2 222
2 acb

AD


  , luego 

 

 2222

2222
2

2222
2

2222
2

222
2

2
22222

9

1

18

)(23

18

)(2

618

)(2

6

4

)(2

9

2

3

1

43

2

9

2

3

1

3

2
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acba
R
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R
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Tal como queríamos ver. 

 

11.13.5 Corolario. Desigualdad de Leibniz. 

Dado un triángulo ABC  de lados cba ,,  se cumple 
22229 cbaR   

 

y la igualdad se cumple si y solo si GO  , es decir, cuando el triángulo es equilátero. 

 

Demostración. Se deduce directamente de   0
9

1 22222  OGcbaR  

 

Problema propuesto: DE/12.2 

 
 

http://www.toomates.net/biblioteca/Desigualdades.pdf


11.14 Los puntos de Miquel. 
 

11.14.1 Lema. Punto de Miquel de un triángulo. 

Sea un triángulo ABC y tres puntos arbitrarios en cada lado: BCA' , ACB'  y 

ACC ' . Se cumple: 

 

a) Las tres circunferencias circunscritas a los triángulos '' ABC , ''BAC  y '' ACB se 

encuentran en un punto común M, que se denomina ―Punto de Miquel‖. 

 

b) Los ángulos que determinan este punto M con los lados son iguales, como se indica 

en la siguiente figura: 

 
 

Demostración.  Las circunferencias circunscritas a los triángulos BC‘A‘ y AB‘C‘ cortan 

en C‘ y en un segundo punto M. Los cuadriláteros BA‘MC‘ y AC‘MB‘ son cíclicos, 

luego tienen ángulos opuestos suplementarios: BMAC  180'' y AMBC  180''  

 

La suma de los tres ángulos alrededor de M es un ángulo completo: 

360''''''  MBAMBCMAC  

por lo que 

180''

0180''0)180(''0)(''

0''360''180180







CMBA

CMBACMBABAMBA

BAMBAMBAAB

 

 

Por lo tanto el cuadrilátero A‘CB‘M también es cíclico. Puesto que una circunferencia 

queda determinada por tres puntos, su circunferencia circunscrita será la circunferencia 

circunscrita al triángulo A‘B‘C, de lo que se deduce que M pertenece a esta última, tal y 

como queríamos ver. 

 

La propiedad de los ángulos se deduce fácilmente aplicando encadenadamente la 

propiedad fundamental de los cuadriláteros cíclicos (el ángulo exterior por un vértice es 

igual al ángulo interior por el vértice opuesto). Luego: 

 

MABMBCCMA '''   

 

 

Nota biográfica. Auguste Miquel (1816-1851) matemático francés. 

 

Problema propuesto: 5.27.



11.14.2 Teorema. Punto de Miquel de un cuadrilátero. 

Dado un cuadrilátero ABCD  y siendo CDABP   y BCADQ  , las cuatro 

circunferencias circunscritas )(PAD , )(PBC , )(QAB  y )(QCD  pasan por un mismo 

punto M, llamado "Punto de Miquel" del cuadrilátero.  

 
 

Demostración. Que las cuatro circunferencias pasan por un punto común M es una 

consecuencia directa del Teorema de Miquel para triángulos (11.14.1).  

 

(Acabar) 

 

Problema propuesto: 5.8. 

 

11.14.3 Teorema. Propiedades del Punto de Miquel. 

Dado el cuadrilátero ABCD, sea BCADQ  , y sea M el otro punto de corte de las 

circunferencias circunscritas )(QDC  y )(QAB , es decir, el Punto de Miquel asociado al 

cuadrilátero. 

a) M es el centro de la semejanza espiral que envía CD   y BA . 

b) M es el centro de la semejanza espiral que envía AD   y BC  . 

 

 
 



c) Siendo CDABP  , entonces PQM ABCD es cíclico. 

 

 
 

Demostración. 

a) Tenemos dos cuadriláteros cíclicos ABMQ y DCMQ, luego  

CDMCQMBQMBAM   

DCMDQMAQMABM  180180  

Luego MBAMCD   

 

b) De la misma manera demostramos que DCMABM   

 

 
 

c) CDAQDCQMC  180  y CBAPBCPMC  180 , luego  

ADC  y ABC  son suplementarios   QMC  y PMC  son suplementarios, y esta 

condición equivale a que Q, M y P están alineados por 3.4.4. 

 

 
 

Problema propuesto: 7.61. 



11.14.4 Teorema. Punto de Miquel en cuadriláteros cíclicos. 

Dado un cuadrilátero cíclico ABCD con centro O, sea BCADQ  , y sea M el otro 

punto de corte de las circunferencias circunscritas )(QDC  y )(QAB , es decir, el Punto 

de Miquel asociado al cuadrilátero. Entonces: 

a)  OMQM   

b) Los cuadriláteros AOCM y BODM son cíclicos. 

 
 

c) M es el inverso de BDACR   respecto al circuncírculo de ABCD. En particular, 

las rectas AC, BD y OM con concurrentes en R. 

 
 

d) MO es la bisectriz de CMA  y de BMD . 

 



Demostración.  

a) Sean X e Y los puntos medios de AD  y BC . La semejanza espiral de centro M que 

envía CD   y BA  envía YX  , luego será la misma semejanza espiral que 

envía XD   e YC  , y por tanto las circunferencias )(QDC  y )(QXY  se cortarán 

en Q y en M. Luego los puntos X, Y, M, Q pertenecen a una misma circunferencia  . 

Pero º90 QYOQXO , luego X e Y pertenecen a la circunferencia de diámetro 

QO, que tiene que ser forzosamente  , con lo que, finalmente, llegamos a la 

conclusión de que los puntos X, O, Y, M y Q pertenecen a la circunferencia de diámetro 

OQ. En particular, º90QMO , como queríamos ver. 

 
 

b) En primer lugar demostraremos que OBMD es cíclico. Sea DOB  

2/DAB  Por el Teorema del Ángulo Central 

2/180180  DABDCB  por ser ABCD cíclico. 

2/180180180  DABQABQMB  por ser ABMQ cíclico. 

Por otro lado, 2/)2/180(180180   DCBDCQ  

2/ QCDQMD  por ser DCMQ cíclico. 

Luego, finalmente,   1802/2/180QMDQMBDMB , es decir, 

DMB  y DOB  son suplementarios, y por tanto OBMD es cíclico. 

 

Veamos ahora que AOCM es cíclico. El razonamiento es similar al anterior. Sea 

AOC . 

2/ABC   

2/180180  ABCADC . 

2/)2/180(180180   ADCQDC . 

2/ QDCCMQ  

2/180180180  ABCABQQMA  

  1802/2/180CMQAMQAMC  

Luego AMC  y AOC  son suplementarios. 



 
 

c) La circunferencia AOCM es la imagen de la recta AC, y la circunferencia BODM es 

al imagen de la recta BD, luego su punto de corte M diferente de O será la imagen de la 

intersección BDACR  . 

 

d) Acabamos de ver que los puntos AOCM son puntos de una misma circunferencia a la 

que llamaremos  . Los arcos AO y OC de dicha circunferencia tienen la misma 

longitud, pues OCAO   y A y C pertenecen a la circunferencia de centro O. Luego 

OMCAMO   pues son ángulos que abarcan arcos iguales. 

Con un razonamiento similar se demuestra que OMBDMO  . 

 

 

Problema propuesto: 5.24. 

 

 



12 Razón doble. Resultados proyectivos. 

 
La geometría aún posee todas esas virtudes que los educadores les atribuían 

hace una generación. Todavía hay geometría en la naturaleza esperando ser 

reconocida y apreciada. La geometría (sobre todo la geometría proyectiva) 

sigue siendo una excelente manera para introducir a los estudiantes en la 

axiomática. Aún posee el atractivo estético que siempre ha tenido, y la belleza 

de sus resultados no ha disminuido. Por otra parte, es aún más útil y necesaria 

para el científico y el matemático de lo que ha sido nunca. Consideremos, por 

ejemplo, las formas de las órbitas de los satélites artificiales y la geometría de 

cuatro dimensiones del continuo espacio-tiempo. 

Geometry Revisited, (H.S.M. Coxeter y S.L. Greitzer, 1967) 

 

12.1 La razón doble de cuatro puntos. 

 
12.1.1 Definición. Razón doble de cuatro puntos. 

Dados cuatro puntos DCBA ,,,  (no necesariamente alineados ni cocíclicos), con 

CB  y DA , definimos su razón doble por:  

 

 
ADBC

BDAC

BD

BC

AD

AC
DCBA




,;,  

 

Donde estamos consideramos razones con signo (ver 11.1),  por lo que la razón doble 

puede ser un número negativo.  

 

La definición 
BD

BC

AD

AC
   expresa la razón doble como cociente entre dos razones 

simples (del tipo definido en 11.1.7), y por tanto justifica el nombre de "razón doble" 

(―Doppelverhältnis‖ en alemán, es decir, ―razón de razones‖). 

 

A diferencia de las razones simples, las razones dobles se mantienen cuando se aplica 

una nueva función entre rectas que estudiaremos en este tema llamada proyectividad: 

 

 

 

)',';',(41.1),;,(

'

'
31.167.1

DCBADCBA

AB

AC

AB

AC





 

La razón doble no depende de la orientación de la recta, y será positiva si la pareja de 

puntos A,C no está separada de la pareja de puntos B, D , y será negativa en caso 

contrario: 

 
 

Si 1),;,( DCBA  entonces DC   ( o BA  ).



Sobre la interpretación geométrica de la razón doble. 

La razón doble es un concepto realmente duro. Es este sentido es balsámico leer las 

palabras de Robin Hartshorne en su libro ―Geometry Euclid and Beyond‖ (página 341, 

la traducción es mía) 
―...Llegado a este punto alguien me podría preguntar cuál es la interpretación geométrica de la razón 

doble. Aunque yo trabajé por primera vez con la razón doble con algunos alumnos aventajados en el 

bachillerato y he trabajado con este concepto muchas veces desde entonces, debo decir con franqueza que 

no soy capaz de visualizar geométricamente la razón doble. Podríamos decir que es algo mágico, que es 

un resultado algebraico cuyo significado es imposible de entender pero que resulta muy útil. Es algo que 

funciona. Se podría decir que fue un triunfo del álgebra el inventar este valor numérico que resultó tan 

valioso y que no hubiera sido posible imaginarlo geométricamente. O si tienes vocación de geómetra, 

puedes decir, si quieres, que es un invento del diablo y odiarlo a muerte. 

Dejadme decir algunas palabras en defensa de la pobre razón doble. En el presente contexto de las 

transformaciones en el plano euclídeo, tenemos los movimientos rígidos, que conservan la distancia. 

Después vienen las homotecias, que no conservan la distancia pero sí conservan las razones. Finalmente 

están las inversiones, que no conservan las distancias ni las razones. Puesto que estas últimas sí conservan 

la razón doble, esta particular razón de razones resulta ser lo mejor que podemos obtener. Es algo estable 

cuando las distancias y las razones varían a nuestro alrededor. 

En la sección 39C [21.2.1 en este libro] usaremos la razón doble para definir el concepto de distancia en 

el modelo Poincaré de una geometría no euclídea. En ese contexto, la razón doble tendrá un papel 

principal. En geometría proyectiva la razón doble también es importante. Una proyectividad entre dos 

rectas se define [12.2.4] como una composición de un número finito de proyecciones entre dos rectas. 

Una proyectividad no preserva distancias ni razones de distancias, pero sí preserva las razones dobles 

[12.2.3]. De hecho, un teorema fundamental de la geometría proyectiva afirma que una transformación 

entre dos rectas en el plano proyectivo es una proyectividad si y sólo si preserva la razón doble para todo 

conjunto de cuatro puntos diferentes de la recta...‖ 

 

Nota histórica. [Boyer] atribuye al matemático francés Michael Chasles (1793-1880) 

ser el precursor de la razón doble, llamada en aquella época ―razón anarmónica‖. En su 

Traité de géométrie supérieure (1852) se establece, además, el uso de segmentos 

orientados en la geometría pura. Chasles fue uno de los últimos grandes geómetras 

proyectivos franceses, y fue principalmente en Alemania donde su obra se vio 

continuada por matemáticos tales como Steiner y Von Staudt. 

 

12.1.2 Proposición. Las permutaciones de la razón doble. 

Dados cuatro puntos A, B, C y D, 

a)  ),;,(),;,(),;,(),;,( ABCDBADCCDABDCBA  

b) /1),;,( CDBA  

c) 1),;,( DBCA  

d) El resto de permutaciones son consecuencia de las tres anteriores. 

 

Por lo tanto, las 24 posibles permutaciones de los cuatro puntos involucrados en una 

razón doble se reducen a seis posibles valores diferentes: 




















1
,

1
,

1

1
,1,

1
,  

 

12.1.3 Proposición. 

Si ',,,, DDCBA  están alineados y )',;,(),;,( DCBADCBA   entonces 'DD  . 

 

Demostración. Aplicaremos 11.1.5b. 

'

'''

'

'

'
)',;,(),;,(

DD

AD

AD

BD

BD

AD

BD

AD

BD

ADBC

BDAC

ADBC

BDAC
DCBADCBA














 



12.1.4 Proposición. Razón doble de cuatro puntos cocíclicos. 

Si PDCBA ,,,,  son cinco puntos cocíclicos y diferentes, entonces  

 
 

 

APDBPC

BPDAPC
DCBA






sinsin

sinsin
),;,(  

 

Y por tanto la razón doble no depende 

del punto P que tomemos.

Demostración. Basta aplicar el Teorema del seno (9.1.5). Si r es el radio de la 

circunferencia circunscrita a los cinco puntos, se tiene 

r

AD
APD

r

BC
BPC

r

BD
BPD

r

AC
APC

2
sin,

2
sin,

2
sin,

2
sin   

Luego 

),;,(

22

22

sinsin

sinsin
DCBA

ADBC

BDAC

r

AD

r

BC
r

BD

r

AC

APDBPC

BPDAPC















 

12.1.5 Proposición.  

Sean PDCBA ,,,,  cinco puntos diferentes pertenecientes a una misma circunferencia 

 , y sea r una recta secante con  . Sean ',',',' DCBA  los respectivos puntos de corte 

entre PDPCPBPA ,,,  y la recta r. Entonces: 

 

 

 

 

 

)',';','(),;,( DCBADCBA   

 

Demostración. Sean ''CPA  y ''DPB . 

 
Aplicando el Teorema del Seno: 

 sin

''sin'
''

''sin

''

sin

' PCAPC
CA

PCA

CAPC 



  



 sin

''sin'
''

''sin

''

sin

' PDAPD
DA

PDA

DAPD 



  

 sin

''sin'
''

''sin

''

sin

' PDBPD
DB

PDB

DBPD 



  

 sin

''sin'
''

''sin

''

sin

' PCBPC
CB

PCB

CBPC 



  

 

Y por tanto: 

),;,(
sinsin

sinsin

''sin''sin

''sin''sin

sin

''sin'

sin

''sin'

sin

''sin'

sin

''sin'

''''

''''
)',';','(

DCBA
BPCAPD

BPDAPC

PCBPDA

PDBPCA

PCBPCPDAPD

PDBPDPCAPC

CBDA

DBCA
DCBA

































 

 

En donde hemos aplicado la proposición anterior. 

 

12.1.6 Teorema. Expresión trigonométrica de la razón doble de puntos alineados. 

Dados cuatro puntos alineados A,B,C,D, y un punto P  externo a la recta que 

determinan, tenemos: 

 

 

 

APDBPC

BPDAPC
DCBA






sinsin

sinsin
),;,(  

 

Y por lo tanto la expresión de la derecha 

no depende del punto P que tomemos.

 

Demostración. Aplicamos el Teorema del Seno cuatro veces: 

ACP

APCPA
AC

ACP

PA

APC

AC









 sin

sin

sinsin
 

BCP

BPCPB
BC

BCP

PB

BPC

BC









 sin

sin

sinsin
 

ADP

APDPA
AD

ADP

PA

APD

AD









 sin

sin

sinsin
 

BDP

BPDPB
BD

BDP

PB

BPD

BD









 sin

sin

sinsin
 

APDBPC

BPDAPC

ADP

APDPA

BCP

BPCPB
BDP

BPDPB

ACP

APCPA

ADBC

BDAC
DCBA































sinsin

sinsin

sin

sin

sin

sin
sin

sin

sin

sin

),;,(

 



12.2 Perspectividades y proyectividades.  
 

12.2.1 Definición. Perspectividad. 

Sean r y s dos rectas del plano y O un punto exterior a ambas. 

Para todo punto rP  definimos el punto sPf )(  como sOP . De esta manera 

definimos una función  

sOPPfP

srf





)(

:


 

 

llamada perspectividad de centro O. 

 

 
 

Esta función es inyectiva, pues si )'()( PfPf  , entonces )'()( POfPOf   y por tanto  

')'()( PrPOfrPOfP  . 

Es suprayectiva, pues para cualquier sA , el punto rOAP   cumplirá APf )( . 

Luego tenemos una biyección entre r y s.  

Esta función deja fijo el punto de corte Q entre r y s. 

 

Una  perspectividad entre las rectas r y s con centro O se denota con sr
O

^
 , o sr



^ .  

 

Normalmente una perspectividad viene fijada por cuatro puntos DCBA ,,,  y sus 

respectivas imágenes ',',',' DCBA , y se denotará por 

 

)',',','(),,,(
^

DCBADCBA
O

  

 

La función inversa de una perspectividad es también una perspectividad con su mismo  

centro y la función identidad es una perspectividad, pero en general la composición de  

perspectividades no es una perspectividad. 

 



12.2.2 Lema. 

Sean CBA **  tres puntos diferentes de una recta r, sea s una recta paralela a r y O un 

punto exterior a ambas. Sean 'A , 'B  y 'C  los puntos de corte de OA , OB  y OC  con la 

recta s. Entonces 

''

''

CA

BA

AC

AB
  

 

 
 

Demostración. Los triángulos OAB  y ''BOA  son semejantes pues están en posición 

de Tales, luego  

''''

''

OA

OA

BA

AB

OA

BA

OA

AB
  

 

Los triángulos OAC  y ''COA  son semejantes pues están en posición de Tales, luego  

 

''''

''

OA

OA

CA

AC

OA

CA

OA

AC
  

 

De las dos igualdades anteriores se deduce la igualdad buscada: 

''

''

'''' CA

BA

AC

AB

CA

AC

BA

AB
  

 

12.2.3 Proposición. 

Las perspectividades dejan invariante la razón doble. 

 

Demostración. En primer lugar vamos a verlo para el caso sr // . Sean DCBA ,,, cuatro 

puntos de r y sean ',',',' DCBA  sus respectivas imágenes en la recta s por la proyección 

desde el punto O. 

 
 

)',';','(
''

''

''

''
),;,( DCBA

DA

DB

CB

CA

AD

BD

BC

AC

ADBC

BDAC
DCBA 




 , puesto que  

aplicando el lema anterior a los triángulos OAC  y ''COA  tenemos  
''

''

CB

CA

BC

AC
 ,  



y aplicando el lema anterior a los triángulos OAD  y ''DOA  tenemos  
''

''

DA

DB

AD

BD
 . 

 

Supongamos ahora que r y s no son paralelas. 

 

 
 

Trazamos la recta 'r  paralela a r por 'A . Sean '','','' DCB  los respectivos puntos de 

corte de 'r  con OB , OC  y OD . Acabamos de ver que 

)'','';'','(),;,( DCBADCBA   

Luego sólo nos falta ver que )',';',()'','';'','( DCBADCBA  . 

 

 
 

Para ello aplicaremos el Teorema de Menelao (11.2.2) dos veces. La primera sobre el 

triángulo '''' BBA  con la transversal '''CC : 

1
''

''

'

''

''''

'''


AC

CB

OB

OB

BC

CA
 

La segunda nuevamente sobre el triángulo '''' BBA  con la transversal '''DD : 

1
''

''

'

''

''''

'''


AD

DB

OB

OB

BD

DA
 

De donde se deduce que  

''

''

''''

'''

''

''

''''

'''

''

''

'

''

''''

'''

''

''

'

''

''''

'''

AD

DB

BD

DA

AC

CB

BC

CA

AD

DB

OB

OB

BD

DA

AC

CB

OB

OB

BC

CA
  

 

Reordenando sus elementos llegamos a la igualdad deseada: 

)',',','()'','';'','(

''

''

''

''

'''

''''

''''

'''

''

''

''

''

'''

''''

''''

'''

DCBADCBA

DA

DB

CB

CA

DA

DB

CB

CA

AD

DB

CB

AC

DA

BD

BC

CA




 

 

Problemas propuestos: 

El problema 1.38 tiene una solución muy elegante mediante esta proposición, es la 

versión 3 de dicha solución. 

El problema 1.39 es una aplicación práctica de este resultado. 



12.2.4 Definición. Proyectividad entre rectas. 

Diremos que una función srf :  es una proyectividad cuando sea una composición 

de un número finito de perspectividades, y se denotará por sr^ . 

Se comprueba fácilmente que toda proyectividad, por ser una composición de 

biyecciones, será siempre biyectiva. 

La composición de proyectividades es siempre una proyectividad, la función inversa de 

una proyectividad es otra proyectividad (basta con tomar al revés la cadena de 

perspectividades) y la función identidad es una proyectividad. 

Claramente las proyectividades conservan la razón doble, pues la conservan todas y 

cada una de las perspectividades que la conforman. 

 

12.2.5 Proposición. Razón doble de un haz de cuatro rectas. 

Con los resultados obtenidos anteriormente estamos en condiciones de definir la razón 

doble de un haz de cuatro rectas concurrentes en un mismo punto P, que denotaremos 

por ),,,(),,,( PDPCPBPADCBAP   

 

Su razón doble será la razón doble de los cuatro puntos de corte con cualquier 

transversal r: 

)',';','(),;,( DCBAPDPCPBPA   

 

Esta definición está bien construida pues acabamos de ver que la razón doble de dichos 

puntos no depende de la recta r que tomemos. 

 
 

Y aplicando 12.1.6 llegamos a 

APDBPC

BPDAPC

PDAPCB

PDBPCA
DCBAPDPCPBPA











sinsin

sinsin

''sin''sin

''sin''sin
)',';','(),;,(  

 

12.2.6 Proposición. El Teorema de la Mariposa. 

El Teorema de la Mariposa (10.2.16) se puede demostrar mediante la invariancia de la 

razón doble bajo proyectividades y 12.1.5. Siguiendo con las definiciones de 10.2.16: 

 

);;,(),;,();;,(),;,(),;,(
^^

YMQPMXQPYMQPCAQPMXQP
BD

  

 

Por otro lado, la reflexión con centro M preserva la razón de segmentos, y por tanto la 

razón doble, luego ),',,(),;,( MXPQMXQP   

Y por tanto YXXMQPMXPQYMQP  ')',;,(),';,(),,,(  



12.3 El Postulado de Pappus. Planos papianos. 
 

12.3.1 Definición. Postulado de Pappus proyectivo. Planos papianos. 

Sean dos rectas r y s que se cortan en un punto O.  

Sean 321 ,, AAA  tres puntos diferentes de r, 321 ,, BBB  tres puntos diferentes de s, y 

todos diferentes de O. 

Entonces los tres puntos 122112 BABAQ  , 233223 BABAQ   y 133113 BABAQ   

están alineados. A dicha recta la llamaremos Recta de Pappus. 

 

 
 

La Recta de Pappus no pasa necesariamente por el punto O. 

Diremos que un plano es papiano si en él se cumple el Postulado de Pappus proyectivo. 

 

Nota: Este postulado es hermano del Teorema de Pascal (ver 12.7.1) 

 

12.3.2 Definición. Postulado de Pappus. 

Sean tres puntos A, B y C en una recta y sean A', B' y C' otros tres puntos en otra recta 

diferente. Supongamos que ambas rectas se cortan en un punto que no es ninguno de los 

seis anteriores. Si CBBA '//'  y '//' CCAA  entonces '//' BCAB  

 

 
 

12.3.3 Proposición. 

Si se cumple el Postulado de Pappus proyectivo también se cumple el Postulado de 

Pappus. 

 

Demostración. Tomamos AA 1 , BA 2  y CA 3 , y para la otra recta reordenamos 

los puntos: '1 CB  , '2 BB   y '3 AB  . 

 rABABQABABCBBA 3223233223 //'//'  

 rBABAQBABACCAA 1331131331 //'//'  

Ahora aplicamos el Postulado de Pappus proyectivo para deducir que entonces 

 rBABAQ 122112  

Pero interpretando este resultado en términos de paralelismo: 

'//'// 12211221 BCABBABArBABA    



12.3.4 Proposición. Teorema de Pappus simplificado en un plano euclídeo. 

Sean dos rectas que se cortan en un punto O. Sean A, B, C tres puntos en la primera 

recta y A‘, B‘, C‘ tres puntos de la segunda recta todos diferentes de O. Si los triángulos 

'OAA  y 'OCC  son isósceles en O y CBAB '// , entonces '//' BCAB . 

 

 
 

Demostración. Desde B trazamos una paralela a AA‘ que cortará OC‘ en un punto D.  

El cuadrilátero ABA‘D es cíclico, pues AOAABD '  y por tanto DAA'  y ABD  

son suplementarios. 

Por lo tanto '' ABAADA   y puesto que CBBA '//' , tenemos '' ACBABA  . Así 

pues, los ángulos 'ADC  y 'ACB son suplementarios, y por tanto el cuadrilátero 

ACB‘D es cíclico. Por lo tanto ACDDAB  ' . 

 
 

Pero BOCOCDACD '  puesto que los triángulos OBD  y ODC  son 

congruentes (criterio SAS).  

Así pues BOCDABAOB '''   y por tanto '//' BCAB  como queríamos ver. 

[Rothe] 

 

12.3.5 Teorema. Teorema menor de Pappus. 

Dados tres puntos diferentes A, B, C sobre una recta r y tres puntos diferentes P, Q, R 

sobre una recta paralela s, si BRAQ //  y CRAP //  entonces CQBP //  

 

 
 

Demostración. 

Es un caso particular de 12.3.2 cuando  rsrO . 

Entonces los puntos BAABX '' , CAACY '' , BCCBZ ''  están alineados. 



12.3.6 Teorema. Menelao Pappus. 

Si se cumple el Teorema de Menelao se cumple el Postulado de Pappus. En particular, 

en un plano euclídeo se cumple el Postulado de Pappus. 

 

Demostración. Sean dos rectas r y s que se cortan en un punto O.  

Sean A, B y C tres puntos en r y D, E y F tres puntos en s, todos diferentes entre ellos y 

diferentes a O. Queremos ver que entonces los tres puntos AEBDP  , 

CDAFQ   y CEBFR   están alineados. 

 
Las rectas AE, BF y DC determinan un triángulo cuyos vértices son: DCAEU  , 

BFAEV   y BFDCW  .  

 
 

Sobre este triángulo aplicaremos el Teorema de Menelao (11.2.2) cinco veces: 

Recta DPB: 1
PU

VP

BV

WB

DW

UD
 , Recta AQF: 1

AU

VA

FV

WF

QW

UQ
 

Recta ERC: 1
EU

VE

RV

WR

CW

UC
 

Multiplicando las tres igualdades anteriores: 

  11
3


EU

VE

RV

WR

CW

UC

AU

VA

FV

WF

QW

UQ

PU

VP

BV

WB

DW

UD
 (1) 

 

Recta ABC: 1
AU

VA

BV

WB

CW

UC
 ,  Recta DEF: 1

EU

VE

FV

WF

DW

UD
 

 

Multiplicando las dos igualdades anteriores: 

  11
2


EU

VE

FV

WF

DW

UD

AU

VA

BV

WB

CW

UC
  (2) 

Dividiendo (1) entre (2), y simplificando términos llegamos fácilmente a: 

11)1( 
RV

WR

QW

UQ

PU

VP
 

De donde, nuevamente por Menelao, deducimos que los puntos P, Q y R están 

alineados. 

 

Observación: En el apartado 17.5 veremos que un plano cartesiano 2K  cumple el 

Postulado de Pappus proyectivo si y sólo si K es conmutativo.



12.4 El Postulado de Desargues. Planos arguesianos. 

 
12.4.1 Definición. Triángulos en perspectiva. Centro de perspectiva. 

Diremos que dos triángulos ABC  y ''' CBA  están en perspectiva cuando las rectas 

AA‘, BB‘ y CC‘ son concurrentes en un punto O, al que llamaremos centro de 

perspectiva.  

 
 

12.4.2 Definición. Postulado de Desargues. Planos arguesianos. 

Dos triángulos ABC y A‘B‘C‘ tienen un centro de perspectiva O, es decir, las tres rectas 

AA‘, BB‘ y CC‘ pasan por un mismo punto O, si y sólo si tienen un eje de perspectiva, 

es decir, los puntos ''BAABP  , ''CAACQ   y ''CBBCR   están alineados. 

 

 
 

Un plano arguesiano es un plano en el que se cumple el Postulado de Desargues. 

 

Nota biográfica. Girard Desargues (1591-1661), matemático, arquitecto y ingeniero 

militar francés. 

 

Esquema jerárquico. 

 

 

   Planos afines 

 

 Planos arguesianos 

Planos papianos 

 
Planos euclídeos 

Plano de Moulton 



12.4.3 Teorema.  

Todo plano euclídeo es arguesiano. 

 

Demostración. Aplicaremos varias veces el teorema de Menelao. Supongamos que los 

triángulos ABC y A‘B‘C‘ están en perspectiva desde el punto O.  

 

       
 

Aplicando el Teorema de Menelao al triángulo OBC y la recta B‘C‘R, tenemos que  

1
'

'

'

'


CC

OC

OB

BB

RB

CR
 

 

Aplicando el Teorema de Menelao al triángulo OAB y la recta A‘B‘P, tenemos que  

1
'

'

'

'


BB

OB

OA

AA

PA

BP
 

 

Aplicando el Teorema de Menelao al triángulo OAC y la recta A‘C‘Q tenemos que 

1
'

'

'

'


AA

OA

OC

CC

QC

AQ
 

 

Multiplicamos las tres igualdades anteriores: 

 

1

1)1)(1)(1(
'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'





QC

AQ

PA

BP

RB

CR

AA

OA

OC

CC

QC

AQ

BB

OB

OA

AA

PA

BP

CC

OC

OB

BB

RB

CR

 
 

Esta tercera igualdad, en el triángulo ABC y nuevamente aplicando el teorema de 

Menelao, garantiza que los puntos P, Q y R están alineados, tal y como queríamos ver: 

 

 
 

Supongamos por el contrario que los puntos P, Q y R están alineados. Consideramos los 

triángulos BB‘P y CC‘Q.  



 
Estos triángulos están en perspectiva respecto del punto R, por lo que podemos aplicar 

la primera parte de este teorema para afirmar que los tres puntos '' CCBB , 

AQCPB   y ''' AQCPB   están alineados. 

Definiendo '' CCBBO  , de lo anterior se deduce que la recta AA‘ pasa por O, es 

decir, que los triángulos ABC y A‘B‘C‘ están en perspectiva respecto de este punto O. 

 

Fuente de la demostración: http://sistemas.fciencias.unam.mx/~mglgm/NotasGM_cap4.pdf 

 

12.4.4 Teorema. Teorema de Hessenberg. 

El Teorema de Desargues se puede demostrar utilizando única y exclusivamente el 

Teorema de Pappus y los axiomas incidentales. 

 
 ―Pappusian planes are Desarguesian‖ (G. Hessenberg, Mathematische Annalen, 61 (1905) pp.161-172) 

 

Demostración. Sean dos triángulos ABC y A‘B‘C‘ cuyos vértices están en perspectiva 

por un punto O: ''' CCBBAAO   

 
 

Queremos ver que los puntos ''BAABX  , ''CAACY   y ''CBBCZ   están 

alineados. 

 

Primer Paso: Sean ACCBS  '' , '' CCABT   y OSBAU  : 

 

http://sistemas.fciencias.unam.mx/~mglgm/NotasGM_cap4.pdf


Los puntos O, B y B‘ están alineados. Los puntos A, S y C también están alineados, y 

todos son diferentes de la intersección de sus respectivas rectas, luego, aplicando el 

Postulado de Pappus, los puntos 

















TABOC

UABOS

ZSBBC

CSA

BBO

'

'
'

 están alineados. 

donde utilizamos que B‘S=B‘C‘ y OC=CC‘. 

 

Segundo paso: Sea OSABP  ''  

 
 

Los puntos O, A y A‘ están alineados. Los puntos B‘, C‘ y S también están alineados, y 

todos son diferentes de la intersección de sus respectivas rectas, luego aplicando el 

Postulado de Pappus, los puntos 

















PBAOS

TABOC

YCAAS

SCB

AAO

''

''

''

''

'
 están alineados. 

donde utilizamos que AS=AC y OC‘=CC‘. 

 

Tercer paso: 

 



Hemos definido OSBAU   y OSABP  '' , luego ambos puntos pertenecen a OS, 

y por tanto los puntos U, S y P están alineados. 

 

Por otro lado '' CCABT   pertenece a la recta B‘A, luego los puntos B‘, T y A están 

alineados. 

 

Además, todos son diferentes de la intersección de sus respectivas rectas, luego 

aplicando el Postulado de Pappus, los puntos 

















XPBUA

ZSBUT

YPTAS

ATB

PSU

'

'
'

 están alineados 

es decir, se cumple el Postulado de Desargues. 

 

Aquí hemos utilizado los siguientes hechos: 

PTASCAASCAACY  ''''  (segundo paso) 

UTASCBBSCBBCZ  ''''  (primer paso) 

''''' PBUABAUABAABX   
 

(Fuente de la demostración: Timothy Vis "The Theorem of Desargues") 

 

12.4.5 Teorema.  

Todo espacio proyectivo tridimensional es arguesiano. 

 

Demostración. 

 

Primer caso: Triángulos en planos diferentes, VérticesLados: 

 

Sean dos triángulos ABC  y ''''  CBA , y supongamos que '  . 

 

OAA'  y OBB' , luego los puntos A, B, A‘, B‘ están contenidos en el plano OAB , y 

por tanto las rectas AB  y ''BA  están en el plano OAB, y en consecuencia se cortarán en 

un punto Q. Con un razonamiento similar deducimos que las rectas AC  y ''CA   

cortarán en un punto P, y las rectas BC  y ''CB  cortarán en un punto R. Los puntos P, Q 

y R pertenecen simultáneamente a los planos   y ' , por lo que su intersección será 

forzosamente una recta que contendrá los dichos puntos, tal y como queríamos ver. 

 



Segundo caso: Triángulos en planos diferentes, LadosVértices: 

 

Sean dos triángulos ABC  y ''''  CBA , y supongamos que '  . 

Supongamos que tienen un eje de simetría r. 

Sean los tres planos  '',1 BAAB ,  '',2 CAAC ,  '',3 CBBC  (5.1.5b) 

Entonces '21 AA , '31 BB , y '32 CC  (5.1.4 b) 

La recta 'AA  no puede estar contenida en 3 , pues entonces cortaría   en un punto de 

BC , y por hipótesis los puntos A, B y C no pueden ser colineales. Luego 3' AA  es 

un único punto O. Por lo tanto ''''}{ 3213 CCBBAAAAO   , es 

decir, hemos encontrado el centro de perspectiva. 

 

Tercer caso: Triángulos en el mismo plano, VérticesLados: 

 

Sean ABC  y ''' CBA  dos triángulos contenidos en un mismo plano  . Puesto que 

estamos en el espacio, podemos tomar un punto Z fuera de este plano y D otro punto de 

la recta AZ . Sea ODAZD ' . 

 
 

 

Los triángulos BCD  y ''' DCB tienen el punto O como centro de perspectiva y no 

pertenecen a un mismo plano. 

Luego podemos aplicar el teorema de Desargues para triángulos no coplanarios, y 

deducir que los tres puntos ''' CBBCR  , ''' DBBDQ   y ''' DCCDP   están 

alineados. 

 



Ahora proyectamos estos tres puntos en el plano   a través del punto Z obtendremos 

tres puntos igualmente alineados: 

 ZPP ' ,  ZQQ ' , '' RZRR   . 

Q es la intersección ''BAAB . En efecto, los triángulos ABD  y ''' DBA tienen el 

punto O como centro de perspectiva, y no pertenecen a un mismo plano, luego los 

puntos ''DAADZ  , ''' DBBDQ   y ''BAAB  están alineados.  Luego el punto  

''BAAB  será la intersección 'ZQ , tal y como queríamos ver. 

Con un razonamiento similar se demuestra que el punto P es la intersección de 

''CAAC  . 

 

Cuarto caso: Triángulos en el mismo plano, LadosVértices: 

 

Sean ABC  y ''' CBA  dos triángulos contenidos en un mismo plano  , y supongamos 

que tienen un eje de perspectiva s. Puesto que estamos en un espacio tridimensional, 

podemos tomar un plano '  que corte   en s.  

Sea O un punto fuera de   y de '  (una recta que pase por un punto de   y de '  tiene 

un tercer punto fuera de ambos planos). 

Sean A‘‘, B‘‘ y C‘‘ los puntos de corte de AO , BO  y CO  con ' . Los triángulos 

ABC  y '''''' CBA  tienen O como centro de perspectiva, y no están en un mismo 

plano por construcción, luego podemos aplicar el primer caso de esta misma 

demostración para deducir que tienen un eje de simetría, que será la misma recta s.  

Por lo tanto ACCA ''''  será un punto de la recta s que es el punto ''CAACP   

(Demostrar ????). 

 

Así pues, PCACA  '''''' , y de la misma manera RCBCB  ''''''  y 

QBABA  '''''' , es decir, los triángulos ''' CBA  y '''''' CBA  tienen s como eje de 

simetría, luego podemos aplicar el tercer caso de esta misma demostración para deducir 

que tienen un centro de simetría O‘.  

Los puntos O y O‘ deben ser diferentes, pues en caso contrario A=A‘, B=B‘ y C=C‘. 



Sea O‘‘ el punto de intersección de 'OO  con  . Veamos que O‘‘ es un centro de 

simetría para los triángulos ABC  y ''' CBA .  

Los puntos O‘, A‘ y A‘‘ están alineados. Sea ''  el plano que contiene esta recta y el 

punto O. Los puntos A y O‘‘ también pertenecen a '' , y por lo tanto ''''  O . 

Luego la intersección de estos dos planos será una recta. A esta recta pertenecen 

también los puntos A y A‘‘, como queríamos ver. 

De forma similar demostramos la alineación de los otros vértices. 

 

12.4.6 Corolario. 

Todo plano proyectivo contenido en un espacio proyectivo tridimensional es 

arguesiano. 

 

Demostración. Trivial. 

 
 

12.4.7 Un plano afín no arguesiano: El Plano de Moulton. 



12.5 Cuaternas armónicas. 
 

12.5.1 Definición. Cuaterna armónica. 

Diremos que cuatro  DBCA ,,,  alineados en este orden forman una cuaterna 

armónica (en inglés ―harmonic bundle‖) cuando 

 

 
 

ADBCBDAC
ADBC

BDAC
DCBA 




 11),;,(  

 

Puesto que estamos suponiendo ya un orden entre los puntos, podemos prescindir del 

signo de las longitudes, y definir una cuaterna armónica como cuatro puntos DBCA ,,,  

alineados en este orden tales que ADBCBDAC  , en donde las longitudes no llevan 

signo. 

 

12.5.2 Teorema. Cuaternas armónicas y puntos medios. 

Dados cuatro puntos  DBCA ,,,  alineados en este orden, y sea M el punto medio del 

segmento AB ,  DBCA ,,,  forman una cuaterna armónica si y solo si MDMCAM 2  

 

 
 

Demostración. Sea MBAMr  . 

222

22

22

))(())((

AMrMDMCrMDMC

MDMCrMCMDrrrMCMDMCrMDr

MDrMCrrMDMCrADBCBDAC







 

 

12.5.3 Corolario. Determinación de una cuaterna armónica mediante tangencia. 

Dados tres puntos alineados DBA ,, , trazamos la circunferencia de diámetro AB . 

Trazamos una tangente a dicha circunferencia por D y sea T su punto de contacto con la 

circunferencia. Trazamos la perpendicular a AB por T y sea C su punto de corte con 

AB. Entonces  DBCA ,,,  es una cuaterna armónica. 

 
Demostración. Sabemos que MTD  es recto, luego los triángulos MTD  y MCT  

son triángulos rectángulos semejantes pues comparten el ángulo TMC . 

Luego MCMDMTAM
MC

MT

MT

MD
 22 , y  DBCA ,,,  es una cuaterna armónica 

por la caracterización anterior. 



12.5.4 Teorema. Caracterización de cuaternas armónicas y cevianas concurrentes. 

Sea un triángulo ABC  y sean 'AA , 'BB  y 'CC  tres cevianas concurrentes en un punto 

P (tal vez en las extensiones de los lados). Sea BCCBD  '' . Entonces ),,',( DCAB  es 

una cuaterna armónica. 

 
 

Nota. El recíproco también es cierto: Si 1),;',( DCAB  entonces las tres cevianas 

son concurrentes. 

 

Demostración. Por el Teorema de Ceva (11.2.1) tenemos que 1
'

'

'

'

'

'


AB

CB

CA

BA

BC

AC
 

Por el Teorema de Menelao (11.2.2) tenemos que 1
'

'

'

'


AB

CB

DC

BD

BC

AC
 

Luego  

),';,(
'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'
1

1
1

1

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

DACB
BD

CD

CA

BA

BD

DC

CA

BA

CB

AB

BD

DC

AC

BC

AB

CB

CA

BA

BC

AC

AB

CB

DC

BD

BC

AC

AB

CB

CA

BA

BC

AC


















 

 

12.5.5 Corolario. Cuaternas armónicas y cuadriláteros completos. 

Dado un cuadrilátero ABCD, lo completamos con los puntos CDABP  , 

ADBCQ   y BDACR  . Supongamos que QR corta AB  en X y CD  en Y. 

Entonces obtenemos las siguientes cuaternas armónicas: 

 

 

 

 

a) ),,,( CYDP , 1),;,( CDYP  

 

b) ),,,( BXAP  , 1),;,( BAXP  

 

c) ),,,( YRXQ  , 1),;,( YXRQ  

 

Demostración. Aplicando el teorema anterior al triángulo DQC  con las cevianas QY, 

DB y AB, se deduce directamente el apartado a). El apartado b) se deduce de a 

proyectando con centro Q los puntos P,D,Y,C en P,A,X,B. 

El apartado c) se deduce mediante una proyección de centro C que envía P,A,X,B a 

Y,R,X,Q, luego ),;,(),;,(1 QRXYBAXP   

 



12.5.6 Teorema. El cuarto armónico de tres puntos alineados. 

Dados tres puntos P, Q y R de una recta r, definimos su cuarto armónico S de la 

siguiente manera: 

1. Trazamos una recta s arbitraria diferente de r que pase por R. 

2. Marcamos dos puntos arbitrarios A y B en s. 

3. Completamos el cuadrilátero de vértices A, B, P y Q trazando las rectas PA , PB , 

QA  y QB . 

4. Marcamos el punto C intersección de PB  y QA  y el punto D intersección de PA  y 

QB . 

5. El cuarto armónico S será el punto de intersección de r y CD . 

 
 

Cuatro puntos P, Q, R y S de una misma recta r forman una cuaterna armónica si y sólo 

si S es el cuarto armónico de P, Q y R. 

 

Demostración. El cuarto armónico está bien definido, es decir, no depende de la recta s 

ni de los puntos A y B tomados para su construcción, sólo depende de P, Q y R. Para 

demostrarlo, utilizaremos el Teorema de Desargues (12.4.2) tres veces, en ambos 

sentidos. 

Supongamos que trazamos otra recta 's  y otros dos puntos ',' BA  en 's .  

Trazamos de la misma manera los puntos ',' CB  y sea rDCS  ''' . 

Queremos ver que 'SS  . 

 



Los triángulos ABC  y ''' CBA  tienen como eje de perspectiva la recta PQ : 

''CBBCP  , ''CAACQ  ,  ''BAABR  , y estos tres puntos están alineados. 

Luego, por el Teorema de Desargues, tendrán un centro O de perspectiva. 

 

De la misma forma, los triángulos BDA  y ''' ADB  tienen como eje de perspectiva la 

misma recta PQ : '' ADDAP  , ''DBBDQ  , ''BAABR  , tres puntos 

alineados, luego nuevamente por el Teorema de Desargues, tendrán un centro 'O  de 

perspectiva. 

Los puntos O y 'O  coinciden, pues ''' OBAABO   

Luego los triángulos BCD  y ''' DCB  tienen un centro de perspectiva O, y por tanto, 

nuevamente por el Teorema de Desargues ahora en sentido opuesto, deducimos que 

tienen ambos un eje de perspectiva común. Este eje de perspectiva debe ser 

forzosamente la recta PQ , pues ''CBBCP   y ''DBBDQ  , y por tanto el tercer 

punto de corte debe ser el mismo: ''' SrDCrCDS  . 

 

Veamos ahora la equivalencia entre cuarto armónico y cuaterna armónica. 

 

Montamos el esquema constructivo del cuarto armónico: 

 
 

Por el Teorema de Ceva aplicado al triángulo CPQ  y las cevianas PA, QB y CS: 

1
AC

QA

SQ

PS

BP

CB
 

Por el Teorema de Menelao aplicado al mismo triángulo y la recta AB, se cumple 

1
AC

QA

RQ

PR

BP

CB
 

Luego 

),;,(
1

1
1

)1(11

SRQP
RQPS

QSPR

QSPR

QRPS

PR

RQ

SQ

PS

QA

AC

PR

RQ

CB

BP

AC

QA

SQ

PS

BP

CB

AC

QA

RQ

PR

BP

CB

AC

QA

SQ

PS

BP

CB

























 

 

Supongamos ahora que 1),;,( SRQP . Montamos el cuarto armónico 'S  mediante 

la construcción del cuadrilátero completo anterior, y para este punto 'S , en la primera 

parte de esta demostración hemos demostrado que 1)',;,( SRQP . Luego 'SS   por 

12.1.3. 

 



12.5.7 Proposición. Cuaternas armónicas y bisectrices. 
 

 

En todo triángulo, dos vértices y los 

pies de las bisectrices interior y exterior 

que parten del tercero constituyen una 

cuaterna armónica. 

Demostración. Aplicamos los teoremas de la bisectriz interior y exterior (11.4.2 y 

11.4.3): 

CB

AC

BC

AC

BC

AC


''

''

'

'
 

Luego   1
'

'

''

''

'

'

''

''

'

'

''

''

'''

'''
','';, 














AC

BC

BC

AC

AC

BC

BC

AC

AC

BC

BC

AC

ACBC

BCAC
CCBA  

 

12.5.8 Teorema. Cuaterna armónica y puntos impropios. 

Sean dos puntos A y B y sea M su punto medio. Sea P  el punto impropio de la recta 

AB . Entonces ),;,( PMBA  es una cuaterna armónica. 

 

Nota: En este teorema suponemos que nos encontramos en un plano proyectivo, es 

decir, en el que cada recta tiene además un punto del infinito o punto impropio, y dos 

rectas son paralelas si y solo si se cortan en el punto impropio.  

Este teorema es muy útil pues relaciona puntos medios y rectas paralelas. 

Demostración.  11)1()1(),;,( 














AP

BP

APBM

BPAM
PMBA  

Fuente: Chen pág 173 

 

Problema propuesto: 5.3, donde se aplica este teorema para identificar un punto medio 

mediante una cuaterna armónica y dos rectas paralelas.



12.6 Cuadriláteros armónicos. 

 
Introducimos aquí el concepto de cuadrilátero armónico, que será estudiado en 

profundidad en el apartado 15.6 mediante el uso de rectas simedianas. 

 

12.6.1 Definición. Cuadrilátero armónico. 

Diremos que un cuadrilátero cíclico AXBY  es un cuadrilátero armónico cuando 

 

1),;,( YXBA  

 

Equivalentemente: BXAYBYAX
BXAY

BYAX
YXBA 




 ),;,(1  

 

Ejemplo: 

 
 

Nota. Si prescindimos de segmentos orientados, la caracterización de los cuadriláteros 

armónicos es BXAYBYAX  , es decir, los productos de lados opuestos coindicen. 

 

Nota histórica. Se atribuye al matemático inglés Robert Tucker (1832-1905) el primer 

estudio sobre los cuadriláteros armónicos, en su artículo "Some Properties of a 

Quadrilateral in a Circle the Rectangles under whose opposite Sides are equal", 

presentado en la London Mathematical Society el 12 de febrero de 1885. 

 

12.6.2 Proposición.  

Sea P un punto externo a una circunferencia  . Sean PX  y PY  las tangentes a  . 

Dada cualquier recta que pase por P, y siendo A y B sus puntos de corte con  , se 

cumple 

a) AXBY  es un cuadrilátero armónico. 

b) Si XYABQ  , entonces ),,,( PBQA  es una cuaterna armónica. 

 

 



Demostración. 

a) Sabemos que 
YB

AY

XB

AX
  (distancias sin signo), y que ),;,( YXBA  debe ser negativo 

por la posición de los puntos, luego 1),;,( 





AYBX

BYAX
YXBA  

b) Podemos proyectar por el punto X: ),,,(),,,(1
^

PQBAYXBA
X

 , entendiendo la 

recta XX como la tangente a la circunferencia por X. 

 

 

Problema propuesto: 5.4. 

 

 

 

 



12.7 Teoremas de Pascal y de Brianchon. 
 

12.7.1 Teorema. El Teorema de Pascal. 

 

Sea 123321 BBBAAA  un hexágono inscrito 

en una circunferencia, con los vértices 

en este orden.  

Entonces los puntos  

31211 ABABQ   

32122 ABABQ   

23133 ABABQ   

 están alineados. 

 

Demostración. Para evitar trabajar con subíndices, tomamos la siguiente notación:  

1AA  , 3BB  , 2AC  , 1BD  , 3AE   y 2BF  . Queremos ver que los puntos 

DEABP  , EFBCQ   y FACDR   están alineados. 

 

Primera versión. Sean AFBCG  , DEAFH   y DEBCI   y 

consideramos el triángulo GHI . 

 

 
En este triángulo aplicaremos tres veces el Teorema de Menelao (11.2.2): 

En primer lugar con la transversal CRD: 1
CG

IC

DI

HD

RH

GR
 

En segundo lugar, con la transversal APB: 1
BG

IB

PI

HP

AH

GA
 

En tercer lugar, con la transversal GQE: 1
QG

IQ

EI

HE

FH

GF
 



Multiplicamos las tres igualdades anteriores: 

  11
3


QG

IQ

EI

HE

FH

GF

BG

IB

PI

HP

AH

GA

CG

IC

DI

HD

RH

GR
 

Agrupamos términos: 1















EIDI

ICIB

CGBG

GFGA

FHAH

HEHD

QG

IQ

PI

HP

RH

GR
  

Se cumple (por 10.2.1 y 10.2.2) 1














EIDI

ICIB

CGBG

GFGA

FHAH

HEHD
 

Luego 1
QG

IQ

PI

HP

RH

GR
 

 

Y aplicando el recíproco del Teorema de Menelao concluimos que los puntos R, P y Q 

están alineados, tal y como queríamos ver. 

 

Segunda versión. En AoPS (link) se encuentra una demostración alternativa muy 

interesante basada en triángulos homotéticos y en el siguiente lema: 

 

Lema. Dadas dos circunferencias 1  y 2  que se cortan en los puntos M y N, sea AB 

una cuerda de 1  y sean C y D los respectivos puntos de corte de AM y BN con 2 . 

Entonces CDAB // . 

 
 

Demostración. MCDN es un cuadrilátero cíclico, luego 

MNDMCDACD  180 . Pero, por otro lado, AMBN es cíclico, luego 

MABMNBMND  . Luego ACD  y CAB  son ángulos suplementarios, 

luego la recta AC corta AB  y CD con ángulos internos alternos congruentes, y por tanto 

ABCD // . 

 

https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Pascal%27s_Theorem


Procedemos ahora a la demostración del teorema de Pascal. Sea ABCDEF un hexágono 

cíclico y sean DEABP  , EFBCQ   y FACDR  . 

 
 

Sea 1  la circunferencia circunscrita a ABCDEF y 2  la circunferencia circunscrita a 

BEQ .  

Sea X  el segundo punto de corte entre 2  y AB y sea Y  el segundo punto de corte 

entre 2  y DE. 

Aplicando el lema anterior a la cuerda AD, tenemos XYAD // . 

Aplicando el lema anterior a la cuerda AF, tenemos XQARXQAF ////  . 

Aplicando el lema anterior a la cuerda CD, tenemos QYDRQYCD ////  . 

 

 
 

Por lo tanto, los triángulos QXY  y RAD  son semejantes, y por tanto la recta QR 

pasará por la intersección de AX y YD, es decir, por la intersección de AB y DE, que es 

P. 

 

 

Problemas propuestos: 5.17, 5.18.  



Nota 1. Este teorema no impone ningún orden en los vértices del hexágono, por lo que 

se puede presentar bajo un gran número de configuraciones diferentes:  

 

 
 

Nota 2. Este teorema y el Teorema de Pappus (12.3.1) son casos particulares de un 

teorema de Pascal generalizado para hexágonos inscritos en cualquier cónica (las 

parejas de rectas que se cruzan y las circunferencias son casos particulares de cónicas).  

 

 
 

Nota histórica. Blaise Pascal (1623-1662), matemático francés, discípulo de 

Desargues. Demostró este teorema a la edad de dieciséis años, en un artículo que tituló 

mysterium hexagrammicum. 

 

 

 



12.7.2 Corolario. Puntos alineados con tangentes a un cuadrilátero cíclico (1). 

Dado un cuadrilátero cíclico ABCD, inscrito en una circunferencia  , sea S el punto de 

corte de las tangentes a   por B y C, sea Q el punto de corte de las tangentes a   por 

A y D, y sean CDABP   y BDACR   . Los puntos P, Q, R y S están alineados. 

 
 

Demostración. Podemos considerar este resultado como corolario al Teorema de Pascal 

(12.7.1) si interpretamos el cuadrilátero ABCD como un ―hexágono‖ con algunos 

vértices coincidentes.  

Además, si X es cualquier punto de la circunferencia, interpretamos que el ―segmento― 

XX es la recta tangente a la circunferencia por el punto X. Esto se puede comprender 

intuitivamente tomando un segmento XY, fijando el punto X y aproximando el punto Y 

a X. La cuerda resultante se va aproximando más y más a la tangente por X. 

 

Con estas precisiones, en primer lugar el hexágono AABDDC, que da lugar a los puntos 

alineados: 

DDAAQ  , CDABP   y ACBDR   

 

En segundo lugar, el hexágono BBACCD, que da lugar a los puntos alineados 

 

CCBBS  , CDABP   y BDACR   

 

12.7.3 Corolario. Puntos alineados con tangentes a un cuadrilátero cíclico (2). 

En un cuadrilátero cíclico ABCD, los puntos de corte de las rectas tangentes por 

vértices opuestos y los puntos de corte de los lados opuestos están alineados. 

 

 
 

Denotando por AA  la recta tangente por A a la circunferencia circunscrita al 

cuadrilátero, y siendo CCAATAC  , DDBBTBD  , CDABP   y 

BCADQ  , los puntos ABT , BDT , P , Q  están alineados. 



Demostración. Aplicando el Teorema de Pascal (12.7.1) al hexágono cíclico BBADDC, 

deducimos que los puntos BDTDDBB  , PDCBA   y QCBAD   están 

alineados. 

Aplicando el mismo teorema al hexágono cíclico AABCCD, deducimos que los puntos 

ACTCCAA  , PCDAB   y QDABC   están alineados. Esto significa que el 

punto ACT  pertenece a la recta PQ , en definitiva, que los puntos ABT , BDT , P , Q  están 

alineados. 

 

12.7.4 Corolario. Lados paralelos en un hexágono inscrito en una circunferencia. 

Dado un hexágono ABCDEF inscrito en una circunferencia, si DEAB //  y EFBC // , 

entonces CDAF // . 

 
 

Demostración. Es una aplicación directa del Teorema de Pascal en el contexto de un 

plano proyectivo en el que el paralelismo de rectas se interpreta como la concurrencia 

en la ―recta del infinito‖ r  

 

EFBCrEFBC
rEFBCEFBC

rDEABDEAB
//

//

//














 

 

El plano proyectivo ampliado con la recta del infinito se estudiará en el Tema 19 de este 

libro, en un contexto analítico. 

 

12.7.5 Teorema. Teorema de Brianchon. 

Como todo teorema de geometría proyectiva, el Teorema de Pascal tiene su dual, 

llamado Teorema de Brianchon: Dado un hexágono ABCDEF circunscrito a una 

circunferencia, las rectas que unen vértices opuestos (también llamadas ―diagonales 

mayores‖) AD, BE y CF son concurrentes. 

 
 

Problema propuesto: 7.69 (AIME II 2018 #14), un interesante problema en el que se 

aplica, además, la razón doble y el Teorema de La Hire. 



13 Inversión. Polos y polares. 
 

13.1 Inversiones. Determinación del punto inverso. 
 

13.1.1 Definición. Inversión. 

Dado un número real 0r  y un punto O , la inversión i  de razón 0r  y centro O es 

la función del plano en sí mismo definida de la manera siguiente: 

a) )(Oi  no está definido. 

b) Si OP  , )(Pi  es el único punto de la semirrecta OP  tal que 2' rOPOP  . 

 

Observaciones:  

1) Si 1r  se trata de la identidad.  

2) Los puntos de la circunferencia de centro O  y radio r  son puntos fijos. 

3) Toda inversión es idempotente:    PPii  , es decir, Idi 2 . 

 4) En 20.5.11 se expone la inversión en el plano complejo. 

 5) En 13.7.6 se demostrará que las inversiones conservan la razón doble. 

 

13.1.2 Proposición. Construcción del punto inverso mediante tangentes. 

Trazamos la  circunferencia   de centro O y radio r. Dado cualquier punto OP   del 

interior de la circunferencia, trazamos la perpendicular a OP  por P y sean A y B sus 

dos puntos de corte con  . Las dos rectas tangentes a la circunferencia por A y B 

concurren en un mismo punto 'P  de la semirrecta OP , que es el punto inverso de P. 

 

Si el punto P está en el exterior de la circunferencia, el método para obtener su inverso 

es similar, trazando en primer lugar las rectas tangentes a   por 'P , que tocarán la 

circunferencia en los dos puntos A y B, para después determinar el punto de 

intersección entre 'OP  y AB . 

 

 
 

Demostración. El triángulo 'OBP  es rectángulo en B y es semejante al triángulo 

OPB  por el criterio AA pues OBPPOB '  y 'OBPOPB  . Luego  

2'
'

rOBOBOPOP
OP

OB

OB

OP
  

tal como queríamos ver. 

 

Observación: En esta demostración aparece, implícitamente, el "Primer Teorema del 

cateto" visto en 8.4.1a.



13.1.3 Proposición. Construcción del punto inverso mediante el diámetro. 

Sea   una circunferencia de centro O y radio r. Dado cualquier punto OP   del 

exterior de la circunferencia, trazamos la perpendicular a OP  por el centro O y sean A 

y B sus dos puntos de corte con  . Sea C el punto de corte entre AP y   y P’ el punto 

de corte entre BC y OP . El punto P’ es el inverso de P respecto a  . 

 

 
 

Demostración. Sabemos que ACB  es recto pues C pertenece a  . Luego los 

triángulos ACB  y AOP  son semejantes. También son semejantes ACB  y OBP' , 

pues 'OBPABC  . Luego 2'
'

rOBOAOPOP
OP

OA

OB

OP
 . 

 

13.1.4 Proposición. Construcción del punto inverso mediante paralelismo. 

Sea B el punto de corte entre la semirrecta OP  y  . Trazamos otra semirrecta diferente 

OA  con A . Trazamos la paralela a PA  por B que cortará OA  en un punto C.  

Sea 'P  en OP  tal que OCOP ' . El punto P' es el inverso de P respecto a  . 

 

 
 

Demostración. Claramente OCOP ' , 2rOBOA   y OPA  y OBC  son triángulos 

semejantes, luego  2' rOPOPOBOAOPOC
OP

OA

OB

OC
  



13.1.5 Proposición. Construcción del punto inverso mediante circunferencias. 

Trazamos una circunferencia con centro P y radio OP. Sea Q uno de sus puntos de corte 

con  . Trazamos una circunferencia con centro Q y radio OQ. Esta circunferencia 

cortará la recta OP en O y P', el inverso de P respecto a  . 

 
 

Demostración. El triángulo OPQ  es isósceles puesto que OQOP  . Luego 

QOPOQP  . El triángulo 'OQP es isósceles puesto que QPOQ ' . Luego 

QOPQOP ''  . De lo que se deduce que OQPQOP  '  y por tanto QOP'  y 

QOP  son triángulos semejantes. Por lo tanto 22'
'

rOQOPPO
OP

QO

OQ

PO
 . 

 

13.1.6 Proposición. 

Sea una circunferencia   con centro O, y sea AOB  un triángulo con un vértice en O 

y sean 'A  y 'B  los respectivos inversos de A y B. Entonces: 

 

 

a) 
OA

r
OA

2

'  , 
OB

r
OB

2

'  

 

b) ''OABAOB   

 

c) AB
OBOA

r
BA




2

''  

 

Demostración. Puesto que OAA'  y OBB' , ''OBAAOB  . 

Por construcción,  
OA

r
OArOAOA

2
2 ''   , 

OB

r
OBrOBOB

2
2 ''   

Tomando 
OBOA

r
k




2

, se cumple 

OBkOB
OBOA

r

OA

r
OA 
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'  y OAkOA
OAOB

r

OB

r
OB 




22

'  

 

luego ''OABAOB   por el criterio SAS de triángulos, y por lo tanto  

AB
OBOA

r
ABkBA




2

''  

 

Problemas propuestos: 4.39, 4.40, 4.47, 4.48. 



Observaciones. 

1. Puesto que en la semirrecta OP  siempre existirá un único punto 'P  tal que 

OP

r
OP

2

'  , el punto inverso está bien definido. 

 

2. El centro O de la circunferencia no tiene asociado ningún inverso, y no es inverso de 

ningún punto del plano. La inversión es una biyección del plano en sí mismo 

excluyendo el centro de la circunferencia. 

 

3. La inversión es idempotente: IdI 
2

 , o dicho de otra manera, toda inversión es su 

propia inversa. 

 

4. Si P , entonces  rOP   y r
r

r
OP 

2

'  y por tanto 'PP  , es decir, la función 

deja invariantes los puntos de la circunferencia. 

 

5. Si P está en el interior de la circunferencia rOP   y entonces r
r

r

OP

r
OP 

22

'   

por tanto 'P  está fuera de la misma, y viceversa. Es decir, las inversiones intercambian 

el interior y el exterior de las circunferencias. 

 

6. Las inversiones son transformaciones conformales, es decir, mantienen invariables 

los ángulos entre curvas. 

 

13.1.7 Corolario. Cuaterna armónica inducida por una inversión. 

Dado un punto P de una recta AB , sea 'P  su inversión respeto a la circunferencia de 

diámetro AB . Entonces PBPA ,,',  es una cuaterna armónica. 

 

Demostración. Basta aplicar 12.5.3. 

 

 



13.1.7 Proposición.  

Sea ABC  un triángulo rectángulo en A  y sea D el simétrico de A respecto a la recta 

BC . Sean B', C' y D' los puntos inversos respectivos de B, C y D respecto de una 

circunferencia  de radio r cualquiera y centrada en A. Entonces 'D  es el punto medio 

de ''BA . 

 
 

Demostración.  Sea E el punto medio de AD. Sean CAE  y EAB  90  

BCAD  , luego DECAEC  , por el criterio SAS, y CDE ,  

DEBAEB  , por el criterio SAS, y EDB . 

 

 
 

Por lo tanto 90 CABCDB  y los puntos DCBA ,,,  pertenecen a la circunferencia 

de diámetro BC . Así pues, las inversiones ',',' DCB  son puntos alineados. 

 

Por 13.1.6b,  ADCDAA '' , luego el triángulo ''DAA  es isósceles en 'D , y por 

tanto ADDA '''  . 

De la misma manera,  ADBDAB '' , y por tanto el triángulo ''BAD  es 

isósceles en D', luego ''' BDAD  , y de esto se deduce que '''' BDDA  , tal y como 

queríamos ver. 

 

13.1.8 Proposición.  

Dados dos puntos A y B diferentes del plano, y un radio r cualquiera, siempre podremos 

determinar una única circunferencia de radio r para la cual los puntos A y B sean 

inversos el uno del otro, es la Circunferencia de Apolonio asociada a dichos puntos, 

que se introdujo en 11.11. 

 



13.2 Transformación de rectas y circunferencias bajo inversión. 
 

13.2.1 Proposición.  

Las inversiones transforman rectas que pasan por el centro O en sí mismas (excluyendo 

el propio punto O). 

 

Demostración. OQPOQOPOPPPiOPOQQPOQP  '')(,  

Por definición de punto inverso, OPP' . 

 

13.2.2 Proposición. 

Las inversiones transforman rectas que no pasan por O en circunferencias que pasan por 

O, cuyo diámetro por O es perpendicular a dicha recta. 

 

 
 

Demostración. Sea   una circunferencia con centro O y sea r una recta que no pasa por 

O. Sea P el punto de intersección entre la recta r la recta perpendicular a r que pasa por 

O. Sea )(' PiP  , sea Q cualquier otro punto de la recta, y )(' QiQ  . 

Por 13.1.6b, ''OQPQOP  , luego 90''  OPQPOQ ,y por el teorema de Tales, 

el punto Q’ pertenecerá a la circunferencia de centro P y diámetro OP’. 

 

 
 

13.2.3 Corolario. 

Las inversiones transforman circunferencias que pasan por O en rectas que no pasan por 

O. 

 

Demostración. Puesto que toda inversión es idempotente, es decir, Idi 2 , transformará 

circunferencias que pasan por el centro O en rectas que no pasan por O. 

 



13.2.4 Teorema. 

Las inversiones transforman circunferencias que no pasan por O en circunferencias que 

no pasan por O. 

 

Demostración. Sea 1  una circunferencia de centro 1O  y supongamos que el centro O  

de la inversión no pertenece a 1 . La semirrecta 1OO  cortará 1  en dos puntos A y B 

que determinan un diámetro de 1 .  

Sea 1P . Por ser AB  diámetro tenemos º90APB  (10.1.4). Sea 'P  su inverso. 

Aplicando 13.1.6b tenemos ''POBOPB   y '' PAOPA  , luego 

OBPBOP  ''  y OAPAOP  '' . 

  9090180180180

180'''''''





APBOBPPAB

OBPPABOBPOAPBOPAOPAPB
 

Y por tanto, nuevamente por 10.1.4, el punto P' pertenecerá a la circunferencia de 

diámetro '' BA . 

 
 

13.2.5 Definición. Circunferencias simétricas. 

Diremos que dos circunferencias 1  y 2  son simétricas respecto de la circunferencia 

  cuando una sea la imagen de la otra mediante la inversión por  : 

)( 22  i  

 

Es importante tener en cuenta que las inversiones no envían centros a centros: 

Si 1  es una circunferencia con centro 1O  que no pasa por O, su imagen )( 1i  será una 

circunferencia que no pasa por O, pero su centro 2O  no es la imagen del centro de 1 : 

 12 OiO   

 

 



13.2.6 Teorema. Relación de radios entre una circunferencia y su inversión. 

Sea 1  una circunferencia de centro 1O  y radio 1r . Su imagen mediante una inversión 

de centro O con 1O  y radio k será una circunferencia )(' 11  i  con centro 2O  y 

radio 2r . Se cumple: 

2

2

2

2

2

2

1

rOO

k

r

r


  

 

Demostración. Como en el Teorema anterior, trazamos la semirrecta 1OO  que pasará 

por 2O  y cortará 1  en los puntos A y B. 

El segmento AB  es un diámetro de 1  porque pasa por su centro 1O . 

Acabamos de ver que su imagen )(' 11  i  será una circunferencia de diámetro '' BA  . 

Trazamos una recta tangente a 1  por O, y sea R su punto de tangencia. Puesto que 

'' 11   RR , y por ser OR tangente, también será OR' tangente a '1 . 

Luego 2'OOR  es recto. 

 

Aplicando 13.1.6a: 

''''

''''

''''

''''

''''

2
2222

BOAO

BOAO
k

BOAO

BOkAOk

AO

k

BO

k
OAOB









  

 

Luego 

''''''

''''

''''

''''2

2 2
2

2

1

2

1

BOAO

k

OBOA

BOAO

BOAO
k

OBOA

OAOB

r

r

OAOBr

OAOBr























 

 

Aplicando 10.2.7 y el Teorema de Pitágoras:  

2

2

2

2

2

2

2

2

2

'''''' rOOOROOORBOAO   

Con lo que se llega a la igualdad deseada. 

 

 

 

Problema propuesto: 5.22. 

 



13.2.7 Teorema. La desigualdad de Ptolomeo. 

Dados cuatro puntos DCBA ,,,  se cumple 

 

BDACDABCCDAB   

 

y la igualdad solo sucede si DCBA ,,,  están alineados o son cocíclicos en este orden. 

 

Demostración. Aplicamos una inversión de centro A y radio r cualquiera, y utilizaremos 

13.1.6b: 

 ''''
'

''
'

''
'

''
'

''
'

''
'

''
' 2

2

2

2

BCDCAD
AC

AB

BCAB
AC

AD
DCAD

AC

AB
BCAB

AD

AC
DCAD

AB

AC

BC
r

ACAB

AD

r
DC

r

ADAC

AB

r
DABCCDAB













 

 

Donde hemos utilizado que 
'' AC

AB

AB

AC
  y 

'' AC

AD

AD

AC
   

Por otro lado, ''
'

''
' 2

2

DB
AC

ADAB
DB

r

ADAB

AC

r
BDAC





  

 

Luego la igualdad del enunciado se convierte, bajo la inmersión en la conocida 

desigualdad triangular: 

'''''' DBBCDC   

 

Esta desigualdad solo es una igualdad cuando los puntos DCB ,,  están alineados, es 

decir, cuando los puntos originales DCBA ,,,  son cocíclicos o están alineados.  

 

Nota: La igualdad del enunciado se llama "Teorema de Ptolomeo" y se demostró en 

10.5.7. 

 

Problema propuesto: En el problema 4.42 se propone demostrar el Teorema de 

Ptolomeo mediante inversión. 

 



13.2.8 Definición. El plano inversivo. El punto infinito. 

Una inversión i  de centro O transforma rectas y circunferencias en rectas y 

circunferencias, pero no está definido )(Oi . Es "casi" una biyección en el plano. 

 

Podemos superar todas estas incomodidades técnicas añadiendo a nuestro plano 

euclídeo convencional un nuevo punto, al que llamaremos "punto infinito" y 

denotaremos por " ". Este nuevo plano se denomina "plano inversivo". 

 

En el plano inversivo se cumplen las siguientes propiedades: 

- Todas las rectas pasan por  . 

- Dos rectas son paralelas si y solo si tienen a   como único punto en común. 

- Ninguna circunferencia pasa por  . 

- En toda inversión i , se cumple )(Oi . 

 

En inglés, las palabras "line" (recta) y "circle" (circunferencia) se pueden solapar para 

formar "circline", que define simpáticamente tanto una circunferencia como una recta. 

Usando este nuevo concepto se cumplen las siguientes propiedades. 

 

- Las rectas son las "circlines" que pasan por  . 

- Las inversiones transforman "circlines" en "circlines". 

- Dados tres puntos diferentes, existe una única "circline" que pasa por los tres. 

- Las inversiones son biyecciones que transforman "circlines" en "circlines". 

 

En castellano las palabras recta y circunferencia no se prestan a una unión tan graciosa. 

Algunos autores proponen "cirunrectas". Otros autores proponen "circunferencias 

ampliadas" para referirse al conjunto unión de las circunferencias y las rectas, puesto 

que se puede considerar una recta como una circunferencia de radio infinito. 

 

Si la circunferencia de la inversión tiene centro O y radio r, la igualdad  

OP

r
OPrOPOP

2
2 ''   

 

que no estaba definida para OP  , ahora se puede ampliar: 

0

2r
  , 




2

0
r

 

 

siempre que tengamos muy presente el sentido y contexto de estos nuevos símbolos. 

 

 

 

 

 

 



13.3 Ángulo entre circunferencias. Circunferencias ortogonales. 
 

13.3.1 Definición. Ángulo entre dos circunferencias. Circunferencias ortogonales. 

Definimos el ángulo entre dos circunferencias que se cortan en dos puntos como el 

ángulo que determinan las rectas tangentes a dichas circunferencias en los puntos de 

corte. 

 
 

Los dos ángulos determinados son iguales. Efectivamente, llamando P y Q a los centros 

de las dos circunferencias, y llamando A y B a los dos puntos de corte de las mismas, 

PQBPQA   por el criterio SSS, y por tanto PBQPAQ  . 

Por otro lado, tenemos  3609090  PAQ  y 3609090  PBQ , de lo 

que se deduce    

 
 

Si las dos circunferencias son tangentes, es decir, se cortan en un único punto, diremos 

que el ángulo que determinan es 0: 

 
Diremos que dos circunferencias secantes 1  y 2  son ortogonales cuando determinen 

ángulos rectos, y escribiremos 21   . 

 



13.3.2 Proposición. 

Si 1  tiene centro 1O  y radio 1r , y 2  tiene centro 2O  y radio 2r ,  

 

 

 

2

2

2

1

2

2121 rrOO 

 

Demostración. Basta aplicar el Teorema de Pitágoras. 

 

13.3.4 Proposición. 

a) Si una circunferencia 2  es ortogonal a la circunferencia de la inversión  , entonces 

queda invariante: 

22 )(  i  

 

b) Toda circunferencia que contenga un punto y su inverso es ortogonal a la 

circunferencia de inversión. 

 

Demostración.  

a) Supongamos que 2  es ortogonal a la circunferencia de inversión  . Sean O  y r  el 

centro y el radio de  . Sea 2A  y sea B el otro punto de corte entre 2  y la recta 

OA . Aplicamos 10.2.7, 22 rOPOBOA   

Luego B es el inverso de A, y por tanto 2)( Ai . 

 

b) Supongamos que existen 2A  y 2)('  AiA  . Sean 2O  y 2r  el centro y el radio 

de 2 . Por definición de puntos inversos y aplicando 10.2.8 y 13.3.2: 

  2

2

2

2

2

22

2

2

2

2 ' OOrrrOOOAOAr  

 

13.3.5 Corolario. 

Sea una circunferencia c y una recta r, tangentes en un punto P. Toda inversión con 

centro O en un punto de dicha circunferencia transformará del conjunto  

circunferencia c + recta tangente r en un conjunto circunferencia )(ri +recta tangente 

)(ci , tangentes en )(Pi . 

 
 

Problema propuesto: 5.21. 



13.3.6 Proposición. 

Los puntos de corte P y Q y los centros 1O  2O  de dos circunferencias ortogonales 

determinan un cuadrilátero cíclico, y por tanto sus ángulos por los centros son 

suplementarios: º18021  QPOQPO  

 

 
 

Demostración. Puesto que los ángulos 21POO  y 21QOO  son ángulos opuestos 

suplementarios: 18090902121  QOOPOO , el cuadrilátero QPOO 21  será 

cíclico (10.5.2), y por lo tanto los otros dos ángulos opuestos también serán 

suplementarios. 

 



13.4 Inversión y razón doble. 
 

13.4.1 Proposición. La razón doble se conserva bajo inversión. 

Si ',',',' DCBA  son las imágenes de DCBA ,,,  bajo una inversión,  entonces 

 

),;,()',';','( DCBADCBA   

 

Demostración. Aplicaremos la identidad AB
OBOA

r
BA




2

''  de 13.1.6c: 

 

),;,(

''''

''''

''''

''''
)',';','(

22

22

DCBA
ADBC

BDAC

AD
ODOA

r
BC

OCOB

r

BD
ODOB

r
AC

OCOA

r

DACB

DBCA
DCBA 


















  

 

13.4.2 Proposición. Cuaternas armónicas e inversión. 

Si N) B,M, (A,  es una cuaterna armónica, entonces A y B son inversos respecto de la 

circunferencia de diámetro MN. 

 

 
 

Demostración. 
BN

MB

AN

AM

BM

BN

AN

AM

BMAN

BNAM
NMBA 




 ),;,(1  

 

Prescindiendo de los signos de los segmentos, 

 

bRBNbRMBRaANRaAM  ,,,  

 

Luego 

 

22

2222

22

))(())((

RabRab

RabRabRbRabaRRbRabaR

bRRabRRa
bR

bR
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Ra

BN

MB

AN
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13.5 Polos y polares. 
 

13.5.1 Definición. Recta polar asociada a un punto. 

Dada una circunferencia   de centro O y radio r , y un punto P cualquiera, definimos 

la recta polar de P como: 

 

a) La recta perpendicular a OP que pasa por )(' PiP  . 

 

b) La recta perpendicular a OP que pasa por 'P , tal que 2' rOPOP   

 

c) La recta que pasa por los puntos de corte entre   y sus dos tangentes por P. 

 

 

 
 

En particular, si P pertenece a la circunferencia, entonces PP '  y su polar es la 

tangente a   por P. 

 

Demostración. Son las construcciones de 13.1.1 y 13.1.2 

 

Nota 1: En 13.5.5 veremos una segunda caracterización mediante cuaternas armónicas. 

 

Nota 2: No existe la polar del centro O, pero en el contexto de un plano proyectivo (ver 

Tema 19), definimos la polar del centro O como la recta del infinito r . 

 

13.5.2 Definición. Polo asociado a una recta. 

Dada una recta r que no pasa por O, sea rP'  tal que rOP ' , y sea P  el inverso de 

'P . Está claro que r es la polar de 'P , y diremos que P es el polo de r. Está claro que 

 

)()( PpolorrpolarP   

 

13.5.3 Teorema. 

Dada una circunferencia   y una recta l , para todo punto lM  , todas las polares de 

M pasan por el polo de l . 

 

Demostración. Sean MA y MB las tangentes a   por M. 

Sea P el polo de l . Sea D el punto de corte entre r  y OP. 

Trazamos la recta MO y su perpendicular por P, es decir, MEP  es un ángulo recto. 

 



 
 

Por construcción, MEPD es un cuadrilátero cíclico, pues E y D pertenecen a la 

circunferencia de diámetro MP. Luego 2rODOPOMOE  , donde r es el radio de 

la circunferencia  . 

Luego E es la polar de M, y por tanto la recta PE es igual a AB, es decir, AB pasa por P. 

 

13.5.4 Corolario. Teorema de La Hire. Puntos conjugados. 

)()( QpolarPPpolarQ  , y en este caso diremos que P y Q son conjugados. 

 

 
 

Demostración. Sea un punto P y supongamos que lQ . Acabamos de ver que 

)(QpolarP . 

 

13.5.5 Corolario.  

La polar de la intersección de dos rectas es la recta que une sus dos polos. 

 

)()()( spololpoloslpolar   

 

 



13.5.6 Corolario. 

Los polos de las rectas concurrentes en un mismo punto pertenecen a la polar de dicho 

punto. 

 

       PpolarlpololpololpololllP nn  ,...,,... 2121  

 

 
 

 

 

Corolario. 

Las polares de puntos alineados son concurrentes en el polo de la recta que los contiene. 

 

)(...)()()(,...,, 2121 nn PpolarPpolarPpolarlpololPPP   

 

 



13.5.7 Proposición. Caracterización de la polar de un punto. 

La polar de un punto P es el lugar geométrico de las intersecciones de las tangentes a los 

extremos de las cuerdas que pasan por P. 

 

Demostración: Sea   una circunferencia de centro O y radio r , y sea un punto P 

cualquiera. 

Trazamos la semirrecta OP  y su perpendicular por P. Sean F y G sus puntos de corte 

con  . Trazamos las tangentes a   por F y G que se cortarán en un punto D. La polar 

de P es la recta perpendicular a OP por D. 

Sabemos que 2rODOP  . 

 

Sea ahora AB cualquier otra cuerda de la circunferencia que pase por P. Trazamos las 

tangentes AM y BM que se cortarán en un punto M. Queremos demostrar que M 

pertenece a la polar de P. 

Sea E el punto de corte de OM y AB. 

Sabemos que 2rOMOE   

 

 
 

Luego OMOEODOP   y por tanto DPEM es un cuadrilátero cíclico por el 

Recíproco del Teorema de la Potencia (10.2.2). 

 

Pero PEM  es recto, luego PDM  será también recto, y por tanto M pertenece a la 

perpendicular a OD que pasa por D, es decir, a la polar de P. 

 

Recíprocamente, si M es un punto de la polar de P, el esquema anterior nos indica 

claramente la forma de determinar una cuerda cuyos extremos tengan tangentes 

concurriendo en M. 

 

Observación: Esta proposición también se puede enunciar de la siguiente forma: El 

lugar geométrico de los polos asociados a las secantes que pasan por un mismo punto es 

la polar de dicho punto. 



13.5.8 Proposición. Polares y cuadriláteros cíclicos. 

a) Dado un cuadrilátero cíclico ABCD, la polar de BCADP   es la recta que pasa 

por CDABQ   y BDACR  . 

 

 
 

Nota: De esto se deduce directamente que OPQR  . 

b) Como corolario directo tenemos que la polar del vértice C de un triángulo respecto a  

la circunferencia de diámetro AB pasa por el ortocentro: 

 
 

Demostración. a) Sean T y S las polares respectivas de las recta BC y AD. 

Puesto que ADBCP  , se deduce que la polar de P es la recta ST . 

 

 
Aplicando el Corolario al Teorema de Pascal (12.7.2), los puntos Q, S, R y T están 

alineados , es decir, QRST  , tal y como queríamos ver. 



 

b) Dado el triángulo ABC , sean A' y B' los pies de las alturas por los vértices A y B, 

respectivamente. Claramente tenemos un cuadrilátero cíclico '' BABA , con 

'' BAABC  , en el que podemos aplicar la parte a, para deducir que la polar de C pasa 

por el ortocentro '' BBAAH  . 

 
 

Problemas propuestos: 5.15,  5.20, 6.21, 6.22. 



13.5.9 Proposición. Polares y cuaternas armónicas. 

Si la recta determinada por dos puntos conjugados A y B corta la circunferencia de 

inversión   en los puntos C y D, entonces 1),;,( DCBA . Recíprocamente, si 

1),;,( DCBA  con DC, , entonces A y B son conjugados.  

 

O, dicho de otro modo, la polar de un punto A es el lugar geométrico de aquellos puntos 

B tales que ),;,( DCBA  con  ABDC, . 

 

O también podemos decir que toda recta que pasa por un punto y corta una 

circunferencia dada queda dividida armónicamente por el punto, la circunferencia y la 

polar de dicho punto. 

 

 
 

Demostración.  ) Supongamos que 1),;,( ABDC . Sea A' el inverso de A y sean C' 

y D' los puntos de corte entre 'AA  y la circunferencia. 

Sabemos que AA' pasa por su centro, luego ''DC es un diámetro de  .  

Por 13.1.7 sabemos que 1),';','( AADC . 

Sea '' DDCCP   y '' CDDCQ  . Aplicando 13.5.8 al cuadrilátero cíclico CDD'C'  

tenemos PAPQApolar ')(  . 

 
 

De 1),;,( ABDC  y 1),';','( AADC , proyectando por P y teniendo en cuenta la 

unidad del cuarto armónico, deducimos que )(' ApolarPACDB  . 

 

 ) Supongamos que )(ApolarB . Entonces 1),;,( ABDC  aplicando 12.6.2b. 



13.5.10 Proposición. Puntos inversos y cuerdas. 

Sean A, B y C tres puntos en una circunferencia  . Sea r la mediatriz del segmento 

AB , y sean rBCD   y rACE  . Entonces D y E son puntos inversos el uno del 

otro. 

 
 

Demostración. Sea C’ el simétrico de C respecto de r. Tenemos un cuadrilátero cíclico 

BCC’A  en el que podemos aplicar 13.5.8 para deducir que la polar de D es la recta que 

pasa por E y por el punto impropio ABCC' , es decir, la recta que pasa por E y es 

perpendicular a r. En particular, E es el inverso de D respecto de  . 

 

 
 



13.5.11 Teorema. Teorema de Brocard. 

Dado cualquier cuadrilátero cíclico ABCD, inscrito en una circunferencia   de centro 

O, que completaremos con los puntos CDABP  , CDBCQ   y BDACR  , 

el triángulo PQR  es autopolar, es decir, P es el polo de QR , Q es el polo de PR  y R 

es el polo de PQ , siempre respecto de  . Además, el punto O será el ortocentro de 

PQR . 

 

 
 

Demostración. Sean ABQRX   y CDQRY  . Por 12.5.4 tenemos 

1),;,( PXBA  y 1),;,( PYCD , luego por 13.5.5 los puntos X e Y pertenecen a la 

polar de P, y por tanto QRXYPpolar )( . 

De la misma forma se demuestra que PRQpolar )( , y por tanto, por 13.5.3a, 

PQRpolarPQpoloQpolarPpolarPRQRR  )()()()(  

 

La recta OR será perpendicular a su polar PQ, luego será altura del triángulo PQR . De 

la misma forma se verifica que son alturas OQ y OP, y por tanto O es el ortocentro de 

PQR . 

 

 

 



13.6 Inversiones notables. 
 

13.6.1 Teorema. Inversión con el incírculo. 

Si realizamos una inversión respecto del incírculo de un triángulo, sus lados se 

transforman en tres circunferencias tangentes a los lados (y tangentes al incírculo), las 

tres concurriendo en el incentro, y sus diámetros son todos iguales al inradio. 

Además, la circunferencia que pasa por los segundos puntos de corte de estas tres 

circunferencias es la imagen por esta inversión del circuncírculo del triángulo, y las 

cuatro circunferencias tienen el mismo radio. 

 

 
 

Demostración. Sea un triángulo ABC , con incentro I y sean A’, B’, C’ los puntos de 

contacto de su incírculo con los lados. 

La recta AB es perpendicular a 'IC , luego su imagen será la circunferencia de diámetro 

'IC , es decir, el inradio de ABC . Lo mismo sucede con los otros dos lados. 

Los segundos puntos de corte de dichas circunferencias A’’, B’’, C’’ serán pues las 

imágenes de los vértices A, B, C, y por tanto la circunferencia )(ABC  se transforma en 

la circunferencia )''''''( CBA . 

 
Fuente: https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/ThreeEqualCircles.shtml#RH 

 

 

https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/ThreeEqualCircles.shtml#RH


Pero además, las rectas 'AB  y 'AC  son tangentes al incírculo, por lo que A’’ será el 

punto medio del segmento ''CB . Luego )''''''( CBA  será la circunferencia de los nueve 

puntos asociada al triángulo de contacto ''' CBA . 

En resumen, bajo una inversión respecto del incírculo, la circunferencia circunscrita se 

transforma en la Circunferencia de los nueve puntos, cuyo diámetro es el inradio del 

triángulo ABC . 

 

 
 

 



Nota histórica. Según dice Howard Eves (Eves, H. W. A Survey of Geometry. Boston, 

MA: Allyn and Bacon, 1972) la historia de la inversión es compleja. François Vièta ya 

hablaba de puntos inversamente relacionados en el siglo XVI. Robert Simson, en su 

restauración de la obra perdida Lugares planos de Apolonio incluyó, basándose en un 

comentario hecho por Pappus, uno de los teoremas básicos de la teoría de inversión, el 

de que el inverso de una recta o una circunferencia es también una recta o una 

circunferencia.  

Simon A. J. L'Huilier (1750-1840) en sus Eléments d'analyse géométrique et d'anlyse 

algebrique appliquées à la recherche des lieux géometriques (París y Génova, 1808) dio 

casos especiales de este teorema. Pero la inversión como una transformación para 

simplificar el estudio de figuras data de tiempos más recientes, y fue utilizada 

independientemente por varios autores. Bützberger remonta el uso de la inversión a 

1824 por parte de Jakob Steiner (1796-1863), un matemático alemán de origen suizo. 

Steiner está considerado como el más grande de los geómetras de la época moderna, tal 

como Apolonio lo fue en la antigüedad. Sentía una gran aversión por los métodos 

analíticos, y en sus manos la geometría sintética hizo progresos comparables a los que 

había hecho anteriormente el análisis. 

 

Patterson (Patterson, Boyd C.: "The Origins of the Geometric Principle of Inversion". 

Isis, Vol. 19, No. 1. (Apr., 1933), págs. 154-180) apunta la siguiente cronología: 

 

 
 

1822 Dandelin publica su Tableau Comparatif para la hipérbola y la focal.  

1823 Quetelet compara caústicas secundarias y cónicas a la manera de Dandelin  

1824 Steiner habla de inversión en un manuscrito no publicado hasta 1913.  

1825 Dandelin deduce la relación 2' Rrr   correspondiente a radio vectores de 

lemniscatas y cónicas, dando lugar a una nueva construcción de aquellas. 

1825 Quetelet define la inversa de una curva. 

1831 Plücker explica sus neues Übertragungs-Princip, que fue publicado en 1834 

1836 Bellavitis dio una exposición completa de la teoría de las figuras inversas. 

1845 Lord Kelvin la aplica a sus estudios sobre elasticidad.  
 

 

Fuente: “Inversión en Olimpiadas. Aplicación de la Inversión a la Resolución de Problemas”, 

por Francisco J. García Capitán, 2005 

 

 

Problemas propuestos para este tema: 5.2. 



13.7 Inversiones y homotecias. 
 

13.7.1 Definición. Homotecia. 

Dado un número real 0k  y un punto O , la homotecia   de razón k  y centro O es la 

función del plano en sí mismo definida de la manera siguiente: 

a) OO )(  

b) Si OP  , )(P  es el único punto de la semirrecta OP  tal que OPkOP ' . 

 

Claramente, si 1k  se trata de la identidad.  

 

Esta definición se puede ampliar para razones k  con signo: 

Dado un número real 0k  y un punto O , la homotecia   de razón k  y centro O es la 

función del plano en sí mismo definida de la manera siguiente: 

a) OO )(  

b) Si OP  , )(P  es el único punto de la recta OP  tal que OPkOP ' . 

 

Es interesante comparar la definición de homotecia con la definición de inversión dada 

en 13.1.1. 

 

13.7.2 Proposición. 

a) Si   es una homotecia de razón k , entonces ABkBA '' . 

b) Una homotecia envía segmentos congruentes a segmentos congruentes: 

'''' DCBACDAB   

c) Un triángulo y su imagen por una homotencia son semejantes. 

d) Un ángulo y su imagen son ángulos congruentes. 

 

Demostración. 

Si los puntos A, B y O no están alineados, por el criterio SAS, los triángulos AOB  y 

''OBA  son semejantes, luego el tercer lado también será proporcional, es decir: 

ABkBA '' . 

 

Si los puntos A, B y O están alineados, supongamos, por ejemplo, que BOA ** , 

entonces '*'* BOA , y  

 

  ABkOBAOkOBkAOkOBOABA  ''''  

 

Los otros casos se demuestran de forma similar. 

 

b) '''' DCCDkABkBACDAB  . 

c) Basta aplicar el criterio SSS de semejanza de triángulos. 

d) Basta completar el ángulo con un triángulo y aplicar el apartado anterior. 



13.7.3 Centros de semejanza de dos circunferencias. 

Dadas dos circunferencias de centros 1O  y 2O  y radios respectivos 1r  y 2r , sean 'S  y S  

los puntos que dividen el segmento 21OO  interna y externamente proporcionalmente a 

los respectivos radios.  

 

 
 

Llamaremos a 'S  y S los centros interno y externo de semejanza de las circunferencias.  

 

La recta que une los extremos de dos radios paralelos pasa por el centro externo de 

semejanza



13.7.4 Proposición. Inversión y potencia. 

Sea 1  una circunferencia que no pasa por el centro O de una inversión de radio r  y sea 

2  su imagen bajo dicha inversión. Trazamos cualquier semirrecta r  que cortará 1  en 

A  y B . Sabemos que sus imágenes 'A  y 'B  pertenecen a 2 . 

Además,  
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En particular, si BA  , es decir, si OA  es tangente a 1  en A , entonces 'OA  es 

tangente a 2  en 'A , y por lo tanto, la tangente común 'AA  a ambas circunferencias 

pasa por O. 

 

13.7.5 Corolario. Inversiones y homotecias. 

La imagen 2  de 1  por una inversión de centro O y radio r  es la imagen de 1  de 

una homotecia de centro O y razón 
 1

2

,Op

r
k  . 

 

Sin embargo, punto a punto, esta homotecia no se comporta como la inversión. Por 

ejemplo, la homotecia envía el centro 1O  de 1  al centro 2O  de 2 , pero la inversión 

no. 

 

Si la inversión envía 'AA  y 'BB  , la homotecia envía 'BA  y 'AB   

 

 



13.7.6 Proposición. Las inversiones conservan la razón doble. 

Las inversiones conservan la razón doble de cuatro puntos .,,, DCBA  

 

Demostración. Nos basaremos en el siguiente lema: 

Dado un triángulo ABC  cualquiera, sea 1  su circunferencia circunscrita asociada, 

sea ''' CBA el triángulo formado por sus imágenes invertidas y sea su 2  su 

circunferencia circunscrita asociada. 

Acabamos de ver que existe una homotecia de centro O que transforma 1  en 2 . Sean 

222 ,, CBA  las imágenes respectivas de CBA ,, . Entonces se cumple 
2

2

''

''

OA

OC

CB

AB

BC

BA
  

 
 

La demostración de este lema se basa en que 22BOA  y '' AOB  son triángulos 

semejantes. En efecto, ambos comparten el ángulo en el vértice O ,  

y 22'' AOBOBABOA   

en donde hemos aplicado 13.1.6b y que las homotecias conservan el paralelismo. 

Así pues, por el criterio AA, son triángulos semejantes. Luego 
2

22

'

''

OA

BA

OB
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De la misma manera se demuestra 22'' COBBOC   tanto 
2

22

'

''

OC

BC

OB

BC
  

Multiplicando ambas igualdades obtenemos 
2

2

22

22

''

''
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OC

BC

BA

BC

BA
  

Pero las homotecias conservan las razones de las longitudes: 
22

22

BC

BA

CB

AB
  

Luego llegamos finalmente a la igualdad deseada: 
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Este lema lo podemos aplicar a los triángulos ABC  y ABD : 
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tal y como queríamos ver. 



14 Ejes y centros radicales. 
 

14.1 El eje radical. 
 

14.1.1 Proposición. Eje radical de dos circunferencias. 

Dadas dos circunferencias, definimos su eje radical como el lugar geométrico de los 

puntos que tienen igual potencia respecto a ambas. El eje radical de dos circunferencias 

no concéntricas es una recta perpendicular a la recta que une los dos centros. 

 

 
 

Demostración. Sean O y O’ los centros de dos circunferencias   y '  no concéntricas, 

y sean r y r’ sus respectivos radios. En primer lugar, supongamos que un punto P 

pertenece a la recta 'OO  y que tiene igual potencia respecto a ambas circunferencias. 
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Esto demuestra que hay un único punto P en la recta OO’ con igual potencia respecto a 

ambas circunferencias. Sea r la recta perpendicular a OO’ por P.  

 

Si A es cualquier punto de r, aplicando Pitágoras tenemos 
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Pero por ser la potencia de P la misma con respecto a ambas circunferencias tenemos 

que 22222222 '''' rrPOPOrPOrPO  , y por lo tanto 
2222222222 ''''' rAOrAOrrPOPOAOAO   

 

Lo cual significa que la potencia del punto A con respecto a ambas circunferencias es la 

misma. 

 

Supongamos ahora que el punto A no está en la recta r, y supongamos que su potencia 

con respecto a ambas circunferencias es la misma.  

 

Si por ejemplo A está del mismo lado de r que O, por ser OPA  agudo y PAO'  

obtuso se cumplen las siguientes desigualdades: 
222 OAPAPO   y 222 '' POAPAO   

 



 
 

Luego  2222222222 '''' POOAAOPOPOAPOAAOPAPO  

 2222 '' AOOAPOPO   

 

Pero como suponemos que P y A tienen la misma potencia respecto a ambas 

circunferencias, 
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Llegando a contradicción. Luego los puntos que no pertenecen a r no pueden tener la 

misma potencia respecto a ambas circunferencias. 

 

Problemas propuestos: 7.30, 7.32. 

 

14.1.2 Proposición. Eje radical de dos circunferencias secantes. 
Si dos circunferencias se cortan en dos puntos, los puntos de corte pertenecen a su eje 

radical, y por tanto el eje radical es la recta que pasa por dichos puntos de corte. 

 

 
Demostración.  
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Y de la misma manera se demuestra que B pertenece al eje radical de las 

circunferencias. 

 

Observación. En 14.2.4 se verá una forma efectiva de determinar el eje radical de dos 

circunferencias no secantes. 

 

Problemas propuestos: 7.33, 7.37. 

Problema propuesto: 7.35, una interesante aplicación del eje radical de la 

circunferencia circunscrita y la circuferencia de los Nueve Puntos.



14.1.3 Proposición. Caracterización del eje radical mediante tangentes. 

El eje radical de dos circunferencias es el lugar común de los puntos cuyas tangentes a 

dichas circunferencias tienen igual longitud. 

 

 
 

Un punto P pertenece al eje radical de 1  y 2  si y solo si DPCPBPAP   donde 

A y B son los puntos de tangencia de las tangentes a 1  por P, y C y D son los puntos 

de tangencia de las tangentes a 2  por P. 

 

Demostración. Basta tener en cuenta 14.1.2b. 

 

Problema propuesto: 7.34. 

 

14.1.4 Proposición. Eje radical y tangente común. 

Dadas dos circunferencias 1  y 2 , y sea CD una recta tangente común, con 1C  y 

2D , el eje radical de las dos circunferencias pasa por el punto medio del segmento 

CD . 

 
 

Demostración. Sea r el eje radical asociado a dichas circunferencias. Sea CDrG  . 

Puesto que G pertenece al eje radical, y aplicando 14.1.2b 

 

GDGCGDGCGpGp  22

21 ),(),(   

 

Y por tanto G es el punto medio del segmento CD. 

 



Otra demostración alternativa, suponiendo que las circunferencias se cortan en los 

puntos E y F es tener en cuenta 11.6.8: 

GEGFGC
GC

GF

GE

GC
GECGCFGECFCG  2  

Y de la misma forma GEGFGD 2 , luego GDGCGDGC  22 . 

 

Problemas propuestos: 5.28, 5.29, 5.30. 



14.2 El centro radical. 
 

14.2.1 Proposición. Centro radical de tres circunferencias. 

Dadas tres circunferencias con centros no alineados, sus ejes radicales son concurrentes. 

El punto común se llama centro radical de las tres circunferencias y tiene igual 

potencia respecto a cada una de ellas. 

 

 
 

 

Demostración. Sea P el punto de corte entre el eje radical de   y ' , y el eje radical de 

'  y '' . Entonces )',(),(  PpPp   y )'',()',(  PpPp  , y por tanto  

)'',(),(  PpPp  , de lo que se deduce que P pertenece también al eje radical de   y 

'' , es decir, los tres ejes son concurrentes. 

 

Problema propuesto: En el problema 5.32 se propone demostrar la existencia del 

ortocentro de un triángulo mediante centro y ejes radicales. 

 

14.2.2 Corolario. 

Las tres rectas secantes dos a dos a tres circunferencias dadas son concurrentes.  

 

 
 

Demostración. Basta aplicar 11.14.4 y 11.14.6 pues son los tres ejes radicales de las 

circunferencias dadas. 



14.2.3 Corolario. 

Dadas dos circunferencias secantes 1  y 2  con centros respectivos 1O  y 2O , sean  

1, BA  y 2, DC . Son equivalentes: 

 

 

a) Los puntos DCBA ,,,  pertenecen a 

una misma circunferencia cuyo centro 

3O  no pertenece a la recta 21OO . 

 

b) CDABP   pertenece al eje 

radical de 1  y 2 . 

 

Demostración. )) ba   se deduce directamente de 14.2.2. 

)) ab  PDPCPBPAPDPCPpPpPBPA  ),(),( 21  , entendiendo 

esta última igualdad como magnitudes sin signo. 

Además, P pertenece al interior de AB  si y solo si 0),( 1 Pp , y P pertenece al 

interior de CD  si y solo si 0),( 2 Pp , luego la condición ),(),( 21  PpPp   

garantiza que, o bien P pertenece a los interiores de ambos segmentos, o bien no 

pertenece a ninguno de los dos. 

Con todo lo anterior hemos comprobado que estamos en condiciones de aplicar el 

recíproco del Teorema de la Potencia de un punto interior (10.2.1), de donde se deduce 

que los puntos A, B, C y D son cocíclicos. 

Los puntos 1O , 2O  y 3O  no son colineales puesto que AB y CD no son paralelas. 

 

Problemas propuestos: 5.34, 5.35 y 5.37.  

Los ejercicios 4.19 a 4.22 están todos dedicados a practicar los conceptos de esta 

sección. 

 

Problemas propuestos: 5.24 y 7.25 como aplicaciones de la potencia y los ejes 

radicales a la resolución de problemas IMO. 

 



14.2.4 Proposición. Determinación del eje radical. 

La proposición 14.2.1 nos proporciona un método efectivo para determinar el eje radical 

de dos circunferencias 1  y 2  de centros respectivos 1O  y 2O . 

Trazamos una circunferencia 3  que cortará 1  en A y B y 2  en C y D. 

Sea CDABP  . El eje radical de 1  y 2  será la recta perpendicular a 21OO  por P. 

 

 
 

Demostración. El centro radical de las tres circunferencias debe ser forzosamente P, 

pues es la intersección de dos de ellas. Luego el eje radical de 1  y 2  debe pasar por 

P. Puesto que, además, sabemos que es perpendicular a 21OO , debe ser la perpendicular 

a 21OO  por P. 

 

14.2.5 Proposición. 

Determinación de una circunferencia 2 que pasa por dos puntos A, B dados y es 

tangente a una circunferencia 1  dada. 

 

Trazamos cualquier circunferencia 3  que pase por A y B y corte 1  en los puntos C y 

D. 

Trazamos las rectas AB y CD y sea E su punto de corte. Entonces E será el centro 

radical de las circunferencias 1 , 3  y la circunferencia 2  buscada. 

Trazamos la recta tangente por E a 1  y sea F su punto de tangencia. La circunferencia 

buscada es la que pasa por los puntos A, B y E. 

 

 



En efecto, debemos comprobar que 2  es tangente a 1  en el punto F. 

EDECEBEA   Por el Teorema de la Potencia de un punto exterior (10.2.1). 
2EFEDEC   Por el Teorema Tangente-Secante (10.2.8). 

 
2EFEBEA   implica que EF es tangente a 2  de nuevo por la caracterización 10.2.8. 

Así pues, EF es tangente común a 1  y 2 . 

 

Observación. Tomando el otro punto de tangencia 'F  hubiéramos determinado otra 

circunferencia 2'  igualmente válida. 

 

 



14.3 Circunferencias coaxiales. 
 

14.3.1 Definición. Circuferencias coaxiales. 

Diremos que las circunferencias n ,...,, 21  son coaxiales cuando compartan un 

mismo eje radical. 

 

14.3.2 Proposición. Construcción de circunferencias coaxiales a dos dadas. 

Dadas dos circunferencias 21, , de centros respectivos 21,OO , queremos construir 

una tercera circunferencia 3  coaxial con las dos primeras. 

Si 21,  son secantes en los puntos BA, , su eje radical será la recta AB  y será coaxial 

con ambas cualquier circunferencia que pase por dichos puntos BA, . 

Si 21,  son tangentes en un punto A , su eje radical será la recta que pasa por A y 

perpendicular a la recta que pasa por los centros 21OO . Tomaremos cualquier 

circunferencia que pase por A y cuyo centro esté en la recta 21OO . 

 

Estudiemos el caso en que 21,  no tienen ningún punto en común. 

Trazamos el eje radical de 21,  mediante el método estudiado en 14.2.4. 

Sea M su punto de corte con la recta 21OO . Trazamos la tangente MA  a 1 .  

Trazamos la circunferencia   de centro M  y radio AM . Tomamos cualquier punto P  

de dicha circunferencia  . Trazamos la tangente a   por P , que cortará 21OO  en K . 

Sea 3  la circunferencia de centro K  y radio KP . 

 

 
 

Las circunferencias 321 ,,   son coaxiales. 

 

Demostración. Basta comprobar que la recta perpendicular a 21OO  por M es el eje 

radical de 31, .  

Claramente PMAM  , luego M pertenece al eje radical de 31,  por 14.1.3. 

Puesto que, además, M pertenece a la recta que une sus centros 211 OOKO  , el eje 

radical de 31,  será la recta perpendicular por M a 21OO , es decir, el eje radical de 

21, . 





15 Rectas isogonales. Rectas y punto simediano. 
 

15.1 Rectas isogonales. 

 
15.1.1 Definición. Rectas isogonales o conjugadas. 

Diremos que las rectas AP y AP' son isogonales o conjugadas respecto a las rectas AB y 

AC cuando los ángulos 'PAP  y BAC  tienen la misma bisectriz. 

 

 
 

 

o, equivalentemente, cuando 'CAPBAP  . 

 



15.1.2 Proposición. Caracterización métrica de las rectas isogonales. 

a) Supongamos que AP y AP' son isogonales respecto a las rectas AB y AC. 

Trazamos las perpendiculares PN  y PM  a AB y AC por P, y trazamos las 

perpendiculares ''NP  y ''MP  a AB y AC por 'P . Se cumple '''' MPPMNPPN   

 
b) Recíprocamente, si se cumple '''' MPPMNPPN  , entonces AP y AP' son 

isogonales respecto a las rectas AB y AC. 

 

Demostración. 

a) 
'''''

'
''''

MP

PN

AP

AP

MP

AP

PN

AP
AMPPANAPMNAP   

'''
''''

NP

PM

AP

AP
ANPPAMANPPAM   

y por tanto ''''
'''''

MPPMNPPN
NP

PM

AP

AP

MP

PN
  

b) Supongamos que se cumple '''' MPPMNPPN   pero que AP y AP' no son 

isogonales respecto a las rectas AB y AC. Trazamos la recta por P' paralela a AC, que 

cortará la isogonal de AP en el punto P''. Trazamos las perpendiculares '''' NP  y '''' MP  

a AB y AC, respectivamente. 

 
 

Por el apartado (a) tenemos '''''''''' MPPMMPPMNPPN  , en donde hemos 

utilizado que '''''' MPMP  . Por hipótesis, '''' MPPMNPPN  , luego 

'''//''''''''''''''' PPABPPNPNPNPPNNPPN   

y la recta AP' es la isogonal de AP. 



15.1.3 Proposición. Puntos isogonales o conjugados respecto de un triángulo. 

Dado un triángulo ABC  y un punto P, la isogonal de AP respecto de AB y AC, la 

conjugada de BP respecto de BA y BC y la isogonal de CP respecto de CA y CB son 

concurrentes en un punto P'. 

En este caso diremos que P y P' son puntos isogonales respecto del triángulo ABC  

Los productos de las distancias de P y P' a los lados del triángulo son iguales. 

 

 
 

Demostración. Sea P' el punto de intersección de la isogonal de AP respecto AB y AC y 

la isogonal de BP respecto a BA y BC.  

 

Vamos a ver que P' pertenece a la isogonal de CP respecto de CA y CB, utilizando la 

caracterización anterior. 

 

Trazamos las perpendiculares PL, PM y PN de P a los lados BC, AC y AB, 

respectivamente, y las perpendiculares P'L', P'M' y P'N' de P' a los lados BC, AC y AB, 

respectivamente. 

 

Por hipótesis, '''' MPPMNPPN   y '''' NPPNLPPL  , luego 

''''
''''

''''
MPPMLPPL

MPPMNPPN

NPPNLPPL









 

 

Y por tanto CP' es la isogonal de CP, tal y como queríamos ver, y el punto P' cumple 

'''''' LPPLMPPMNPPN   

 

Se puede realizar una demostración alternativa directa: Sean cba qqq ,,  las isogonales de 

CPpBPpAPp cba  ,, . Puesto que cba ppp ,,  concurren en el punto P, luego por 

la versión trigonométrica del Teorema de Ceva (9.1.7) 

     
     

1
,sin,sin,sin

,sin,sin,sin






acb

bac

pBApACpCB

pABpCApBC
 

 

Pero entonces 

     
     

     
     

1
,sin,sin,sin

,sin,sin,sin

,sin,sin,sin

,sin,sin,sin











acb

bac

acb

bac

pCApBCpAB

pCBpBApAC

qBAqACqCB

qABqCAqBC
 

 

Y por el recíproco de ese mismo teorema las rectas cba qqq ,,  son concurrentes. 



15.1.4 Teorema. Teorema de Steiner. 

Dado un triángulo ABC , si las dos cevianas AD y AE son rectas isogonales, entonces  

 

 
2











AC

AB

EC

BE

DC

BD
 

 

Demostración. Aplicamos el Teorema del Seno en los triángulos interiores de la figura. 

BDA

AB
BD

BDA

ABBD







sin

sin

sinsin




 , 

BEA

BAEAB
BE

BEA

AB

BAE

BE









 sin

sin

sinsin
 

ADC

DACAC
CD

ADC

AC

DAC

CD









 sin

sin

sinsin
 

AEC

AC
EC

AEC

ACEC







sin

sin

sinsin




 

Luego 
2

2

sin/sinsin/sin

sin/sinsin/sin

AC

AB

AECACADCDACAC

BEABAEABBDAAB

EC

BE

DC

BD










 

Puesto que los ángulos suplementarios tienen el mismo seno y DACBAE  . 

 
Problema propuesto: 7.38. 

 
15.1.5 Ejemplo. 

En todo triángulo ABC , las alturas y las rectas que unen los vértices con el 

circuncentro son isogonales. El circuncentro y el ortocentro son puntos isogonales. 

 

 
 

Demostración. Sea M el punto medio del lado BC. 

ABCBACBOCOBMOBC 
2

1
90

2

1
9090  

Son también isogonales los puntos de Brocard estudiados en 11.8. 

 

15.1.6 Observación. Puntos isogonales consigo mismos. 

Está claro que el incentro es un punto isogonal consigo mismo. Solo los tres excentros 

del triángulo cumplen también esta propiedad.  



15.2 Las simedianas de un triángulo. El punto simediano. 

 
15.2.1 Definición. Rectas simedianas. Punto simediano. 

Las simedianas de un triángulo son las rectas isogonales de las medianas 'AA , 'BB  y 

'CC . Es decir, son las cevianas ''AA , ''BB  y ''CC  tales que 

 

''' CAABAA  , ''' CBBABB   y ''' BCCACC   

 

En el apartado anterior hemos comprobado que dichas cevianas existen y son 

concurrentes en un punto al que llamaremos "punto simediano del triángulo", y 

denotaremos por K . Es decir, el simediano de un triángulo es el punto isogonal del 

baricentro. 

 

 
 

 

 
    

 Émile Michel Hyacinthe Lemoine nació el 22 de noviembre de 

1840 y murió el 21 de febrero de 1912. Fue un ingeniero civil y un 

matemático francés, dedicado especialmente a la geometría. Las 

simedianas fueron descubiertas por Émile Lemoine en 1873. 

 
    

 

15.2.2 Ejemplo. 

En un triángulo ABC , rectángulo en el vértice A, la A-simediana coincide con la A-

altura. 

 
 

Demostración. Es el problema 5.5. 

 



15.2.3 Proposición. 

Las perpendiculares por el simediano K  de un triángulo son proporcionales a los lados. 

 

Demostración. Sean cba ,,  las longitudes de los lados BC, AC y AB, respectivamente. 

Sean ',',' cba  las longitudes de las perpendiculares al baricentro B a los lados , y sean 

'','','' cba  las longitudes de las perpendiculares al simediano K  a los lados. 

 

 
 

Sabemos que los triángulos      AGBCGABGC  , luego ''' ccbbaa  . 

Por la caracterización 15.1.2 sabemos también que ''''''''' ccbbaa  , luego  

b

b

abb

abb

a

a

abbabbaa

abbabbaa ''

'/'

'/'''''

'/'''''''''''

'/'''









 

Y los mismos razonamientos llegamos a  
c

c

b

b

a

a ''''''
  

 

15.2.4 Proposición. Caracterización minimal del punto simediano. 

El punto simediano K de un triángulo ABC  minimiza la suma de cuadrados de las 

distancias a los lados. Es decir, para todo punto P, y siendo rqp ,,  sus respectivas 

distancias a los lados BC, AB y AC, 222 rqp   es mínima si y solo si P es el 

simediano del triangulo y en ese caso    2222222 /4 cbaABCrqp   

 

 
 

Demostración. Está claro que        ABCAPBCPABPCcqbrap  2222  

Por otro lado,  

          

       2222

2222222222

4 pcrarbqcqapbABC

pcrarbqcqapbrcbqapcbarqp




 

 

Así pues, 222 rqp   será mínimo cuando  



c

r

b

q

a

p

a

p

c

r
pcra

c

r

b

q
rbqc

b

q

a

p
qapb

pcrarbqcqapb 

































 0  

 

Es decir, cuando las distancias de P a los lados son proporcionales a los lados del 

triángulo, y por tanto P es el simediano por la caracterización 15.2.3. 

 

15.2.5 Proposición. Caracterización métrica de la simediana. 

La ceviana AS es A-simediana del triángulo ABC  si y solo si  

 

 

 

            

2











AC

AB

SC

BS

 

Demostración.   Es una consecuencia directa de 15.1.4 teniendo en cuenta que si M es 

el punto medio del lado BC, 1
MC

BM
MCBM  

SC

BS

MC

BM

SC

BS

AC

AB









2

 

  

 

15.2.6 Proposición. Caracterización de la simediana por distancias a los lados. 

Sea un triángulo ABC  y sea AS  su A-simediana. Sea ASM   y sean E y F las 

proyecciones perpendiculares de M en los lados AB y AC, respectivamente. Entonces  

 

 

AC

AB

FM

EM
  

 

y, recíprocamente, si un punto M del interior del 

triángulo cumple la condición anterior, pertenecerá 

a la A-simediana.

 

Demostración. Sean G y H las proyecciones perpendiculares del punto S en los lados 

AB y AC, respectivamente. 



 
 

Por 8.2.6 se cumple 
 
  HSAC

GSAB

ACS

ABS

SC

BS









  

Pero, por 15.4.6, 

2











AC

AB

SC

BS
 , Luego 

AC

AB

HS

GS

AC

AB

HSAC

GSAB














2

 

 

Para cualquier punto M de la recta AS, aplicando Tales tendremos 
AC

AB

HS

GS

FM

EM
 .



15.3 Rectas antiparalelas. 

 
15.3.1 Definición. Rectas antiparalelas. 

Sea un triángulo ABC  y sea una recta que corta AB  en D y AC  en E. Diremos que 

DE es antiparalela de BC cuando ABCAED   y ACBADE  . 

 

 
 

Obviamente, una de las condiciones implica la otra: Si ABCAED   entonces 

ACBADE   por el criterio AA y por lo tanto ACBADE  . 

 

Por ejemplo, en 11.3.4c se demostró que los lados de un triángulo y los lados asociados 

de su triángulo órtico son  antiparalelos. 

 

15.3.2 Proposición. Caracterización de las antiparalelas mediante tangente. 

Las antiparalelas a BC  son las rectas paralelas a la tangente por A a )(ABC . O 

equivalentemente, son las rectas perpendiculares al radio OA, donde O es el 

circuncentro del triángulo. 

 

 
 

Demostración. Por el Teorema de la Tangente, ),( ABtACB  , y por paralelismo, 

''),( CABABt  . De la misma forma llegamos a ''),( BACACtCBA   

 



15.3.3 Proposición. Simedianas y antiparalelas. 

La simediana por el vértice A pasa por el punto medio de las antiparalelas al lado 

opuesto BC . 

 
 

Por lo tanto podemos caracterizar la A-simediana como el lugar geométrico de los 

puntos medios de las antiparalelas al lado opuesto BC . 

 

Demostración. Sabemos que ABC  y AED  son triángulos semejantes. Sea T la 

imagen de M por esta semejanza. Una semejanza pasa puntos medios a puntos medios, 

luego T será el punto medio de DE , y TADMAC  , luego AT es la A-simediana 

del triángulo, tal y como queríamos ver. 

 
Fuente: https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/SymAntiparallel.shtml#locus 

 

Nota histórica. La mediana se caracteriza por pasar por el punto medio del lado 

opuesto, y de todos los segmentos paralelos al lado opuesto. Ahora acabamos de ver que 

la simediana se caracteriza por pasar por el punto medio de los segmentos antiparalelos 

al lado opuesto. Esta fue la caracterización que Lemoine propuso en 1873 como 

definición de simediana, de hecho, él las denominó les médianes antiparalléles.  

 

https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/SymAntiparallel.shtml#locus


15.4 Simedianas y rectas polares. 
 

15.4.1 Teorema. Construcción de la simediana mediante tangentes al circuncírculo. 

Sea un triángulo ABC  y sea X el punto de corte de las rectas tangentes a su 

circunferencia circunscrita por B y C. La recta AX es la A-simediana del triángulo. 

 

 
Demostración. Primera versión (Mediante antiparalelas). 

Trazamos una antiparalela a BC por X. Aplicando 10.2.7, sabemos que 

XECCBAXCE  , luego XEXC  , y de la misma forma 

XDBBCAXBD  , luego XDXB  , pero XCXB   por 10.2.9, luego 

XEDX  , y por tanto la recta AX es la A-simediana por la proposición anterior. 

 
 

Fuente: https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/Symmedian.shtml#explanation 

 

Segunda versión (Mediante Teorema del Seno). 

Sea X el punto de corte de las dos tangentes y sea 'M  el punto de corte con el lado BC 

de la recta AX. Vamos a demostrar que M' es el punto medio del lado BC. 

Aplicando el Teorema del Seno: 

B

BAMAM
BM

B

AM

BAM

BM









 sin

'sin'
'

sin

'

'sin

'
 

C

CAMAM
CM

C

AM

CAM

CM









 sin

'sin'
'

sin

'

'sin

'
 

Luego 

BCAM

CBAM

CCAMAM

BBAMAM

CM

BM











sin'sin

sin'sin

sin/'sin'

sin/'sin'

'

'
 

 

Pero C  y ABX  son ángulos suplementarios, luego ABXC  sinsin , y de la 

misma forma, B  y ACX  son suplementarios, luego ACXB  sinsin , y por 

tanto  

ACXCAM

ABXBAM

CM

BM






sin'sin

sin'sin

'

'
 

https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/Symmedian.shtml#explanation


Pero 'CAMBAX   por construcción, luego CAXBAM  ' , y de la misma forma 

BAXCAM  ' , de donde deducimos que: 

ACXBAX

ABXCAX

CM

BM






sinsin

sinsin

'

'
 

Aplicando el Teorema del Seno al triángulo ACX ,  

AX

CX

ACX

CAX

AX

ACX

CX

CAX












sin

sinsinsin
 

Y aplicando el Teorema del Seno al triángulo ABX , 

BX

AX

BAX

ABX

BX

BAX

AX

ABX












sin

sinsinsin
 

Con lo que llegamos a 1
'

'


BX

CX

BX

AX

AX

CX

CM

BM
, puesto que BXCX   por 10.2.9. 

 

Tercera versión. Sea   la circunferencia de centro X y radio XCXB  . Las rectas AB y 

AC cortarán   (de nuevo) en los puntos P  y Q.  

 

 

   

  909090
2

1

2

1

2

1

2

1
180







CBXCBOXCBOCBCBXXCBCBOOCB

BXCCOBAQBCABABQPBQ

 

Luego B pertenece a la circunferencia de diámetro PQ, la única circunferencia que 

contiene B, P y Q es  , luego PQ es diámetro de  , y X pertenece a PQ. 

Por ser Q, B, C y P cocíclicos tenemos que ABCCBPAQP  180  y  

ACBBCQAPQ  180 , es decir, CB y QP son antiparalelas, y puesto que X es 

el punto medio de PQ, por 15.3.1 se deduce que AX es la A-simediana del triángulo 

ABC . 
Fuente: "Lemmas in Euclidean Geometry", Yufei Zhao 

 

 



15.4.2 Teorema. Simediana mediante polaridad. 

La A-simediana de un triángulo ABC  es la recta que pasa por A y el polo del lado BC 

respecto a la circunferencia circunscrita del triángulo. 

 

Demostración. Sea P el polo asociado a la recta BC respecto a )(ABC . 

Sea BCAPL  . Sea t la recta tangente a )(ABC  por A, y sea Q su punto de corte con 

BC . Puesto que t es la polar de A y BC es la polar de P, AP será la polar de Q por 

13.5.3a. Luego ),,,( CLBQ  es una cuaterna armónica por 13.5.3. 

Sea A' el punto diametralmente opuesto a A respecto a )(ABC  y sea t' su recta tangente 

asociada. Proyectamos por A la recta t en la recta t' y sean B', C' y M las proyecciones 

respectivas de B, C y L. 

Esta proyección envía Q al punto del infinito de t', luego M es el punto medio de B'C' 

por 12.5.7. 

Por 15.3.2, B'C' es antiparalela de BC, luego, por 15.4.4, AP es la A-simediana del 

triángulo. 

 

 
 

Fuente: "Characterizing a Symmedian", Michel Bataille 



15.4.3 Teorema. Simediana y circunferencia circunscrita. 

Sea un triángulo ABC  y sea X el punto de corte de las rectas tangentes a su 

circunferencia circunscrita por B y C. Sea K el punto de corte entre AX y (ABC).  

En 15.4.1 vimos que la recta AX es la A-simediana del triángulo, pero además se 

cumplen las siguientes propiedades: 

 
 

a) KA  es la K-simediana del triángulo BKC . 

b) ABK  y AMC  son directamente semejantes. 

c) 
CK

AC

BK

AB
  

d) (BCX) pasa por el punto medio de AK . 

e) BC  es la B-simediana de BAK  y la C-simediana de CAK . 

f) BC  es la bisectriz interior del ángulo AMK , y MX  es su bisectriz exterior. 

 

Demostración. a) Por construcción. 

b) CAMKAB   por construcción de simediana, y AKBACM   pues son 

ángulos que abarcan el mismo arco. Luego basta aplicar el criterio AA de semejanza. 

 

 
 

c) Los triángulo AMB  y ACK  son semejantes por el criterio AA, pues 

ACKABKAMCAMB  180180  

Y claramente AKCABM   por ser ángulos que abarcan un mismo arco. 

 

 
 

Luego, aplicando el apartado b y la semejanza anterior: 
CK

AC

MB

AM

MC

AM

BK

AB
  

 

 

Problemas propuestos: 5.13 y 5.14. 



15.4 Semejanzas espirales. Simedianas y semejanzas espirales. 
 

15.5.1 Definición. Semejanza espiral. 

Una semejanza espiral de centro O es una composición de una rotación y una homotecia 

con un centro común O. 

 
 

15.5.2 Proposición. Existencia y unicidad de la semejanza espiral entre segmentos. 

Dados dos segmentos AB  y CD  no paralelos, existirá una única semejanza espiral que 

pasa AB  a CD . 

 

Demostración. En 20.5.7 se presenta una demostración en el contexto del plano 

complejo. 

 

15.5.3 Proposición. Determinación del centro de una semejanza espiral. 

Dados dos segmentos AB  y CD  no paralelos, sea BDACP   y sea Q el otro punto 

de corte entre las circunferencias circunscritas )(ABP  y )(CDP .  

 

a) Q es el centro de la semejanza espiral que envía CA  y DB   ( CDAB  ). 

b) Q es el centro de la semejanza espiral que envía  BA  y DC   ( BDAC  ). 

 

 
 

Demostración. a) Tenemos dos cuadriláteros cíclicos, y por tanto 

DQCDPCAPBAQB  , y DCQDPQQPBBAQ  180 . 

Luego los triángulos ABQ  y QCD  son semejantes. 

b) Observamos que también tenemos BQDAQC  . 

 



15.5.4 Proposición. Semejanzas espirales y alineación de puntos. 

Sean dos circunferencias   y ' , y sean P y Q sus dos puntos de corte. Supongamos 

que la semejanza espiral con centro P que envía   a ' , envía un punto A  a un 

punto 'B . Entonces A, Q y B están alineados.  

 

 
 

 

Demostración. Es el problema 5.11. 

 

 

Problemas propuestos: 5.9, 5.10, 5.11, 5.25, 5.26. 

 

15.5.5 Proposición. Simedianas y semejanzas espirales. 

Dado un triángulo ABC , sea X el centro de la semejanza espiral que envía CA  y 

AB . Entonces AX  es la A-simediana del triángulo. 

 

 
 

Demostración. En primer lugar, determinamos la A-simediana del triángulo por el 

método de las tangentes (ver 15.4.5). Esto es, sean BD y CD las rectas tangentes a 

)(ABC  por B y por C respectivamente. La A-simediana del triángulo es la semirrecta 

AD.  

Sea )()( BCDABCX  . Vamos a demostrar que X es el centro de la semejanza que 

envía CA  y AB . 

XABBXDABX   Por el Teorema del Ángulo Exterior. 

BCDBXD   por ser ángulos que abarcan el mismo arco de circunferencia. 

BACBCD   por ser CD recta tangente a )(ABC  

Luego XACXABBACABX  . 

 



 
 

De la misma forma se demuestra que XCAXAB  , y por tanto XBA  y XAC  son 

triángulos directamente semejantes, tal y como queríamos ver. 

 



15.5.6 Corolario. Punto medio de la simediana. 

Dado un triángulo ABC , sea K el punto de corte entre su A-simediana y su 

circunferencia circunscrita. Sea N el punto medio de AK . Se cumple: 

a) N es el centro de la semejanza espiral que pasa BA  a AC . 

b) N es el centro de una semejanza espiral que pasa BK  a KC . 

 
 

Demostración. a) Aplicando 15.4.6f sabemos que BC es la C-simediana de ACK , 

luego BAKBCKACN  , y también es la B-simediana de BAK , luego 

KACKBCNBA  . 

Luego CANCBKABN   con la misma orientación, tal y como queríamos ver. 

 

b) BC es la C-simediana de ACK , luego AKBACBNCK  , y de la misma 

forma, puesto que BC es la B -simediana de AKB , CKAABCNBK  . 

 
 

15.5.7 Corolario. Simediana y semejanza espiral. 

Sean A, B y C tres puntos no alineados. Sea N el centro de la semejanza espiral que 

pasa CA  y AB  y, ( ACBA ). Entonces AN  es la A-simediana de ABC  (y 

por tanto la K-simediana de BCK ). 

 

Además, si K el punto simétrico de N respecto a A, se cumple: 

a) El cuadrilátero ABKC es cíclico. 

b) El punto N es el centro de la semejanza espiral que envía BK  a KC . 

c) El punto B es el centro de la semejanza espiral que envía AN  a CK ,  

d) El punto C es el centro de la semejanza espiral que envía AN  a BK . 

 

 
 

Fuente: "On a special center of spiral similarity", Jafet Baca 



15.6 Simedianas y cuadriláteros armónicos. 
 

Los cuadriláteros armónicos ABCD se definieron en 12.6.1 como aquellos cuadriláteros 

cíclicos que cumplen la condición ADBCCDAB  . 

 

15.6.1 Teorema. Caracterización de cuadriláteros armónicos mediante simedianas. 

Sea ABCD un cuadrilátero cíclico y sea R el punto de corte de sus diagonales. Son 

equivalentes: 

 

a) ABCD  es armónico, es decir, 

ADBCCDAB   

 

b) AR  es la A-simediana de DAB . 

c) BR  es la B-simediana de ABC . 

d) CR  es la C-simediana de BCD . 

e) DR  es la D-simediana de CDA . 

 

Demostración. Demostraremos )) da   

Utilizaremos la proposición 10.5.14: En todo cuadrilátero cíclico se cumple: 

BC

AD

CD

AB

CR

AR
  

 

  Por ser ABCD armónico, 
CD

AD

BC

AB
ADBCCDAB   

 

De lo que se deduce 

2











CD

AD

CD

AD

CD

AD

BC

AD

CD

AB

CR

AR
 

 

Y por lo tanto se cumple la caracterización 15.4.6 de simediana. 

 

  Supongamos que DR es la D-simediana del triángulo ADC . Entonces, por 15.4.6, 

y nuevamente por 10.5.14,  
2











CD

AD

RC

AR
, luego BCADCDAB

CD

AD

BC

AB

CD

AD

BC

AD

CD

AB











2



15.6.2 Teorema. Caracterización de cuadriláteros armónicos mediante tangentes. 

Sea ABCD un cuadrilátero cíclico. Como es habitual, denotamos por AA la recta 

tangente a la circunferencia circunscrita del cuadrilátero por el punto A. Sean 

CCAATAC   y DDBBTBD  .  

 

 

a) ABCD  es armónico, es decir, 

ADBCCDAB   

 

b) BDTAC  . 

c) ACTBD  .

 

Demostración. Sea ACBDR  . Vamos a demostrar )) ba  . 

)) ba  Si ABCD es armónico, aplicando el Teorema anterior tendremos que 

DBDR   es la D-simediana de CDA . Pero por 15.4.4, la D-simediana de CDA  es 

ACDT , luego ACDTDBDR  , o dicho con otras palabras, BDTAC  . 

)) ab   Por 15.4.4 sabemos que ACDT  es la D-simediana de CDA . Si BDTAC   

entonces ACDTDBDR   y DR es la D-simediana de CDA . Luego aplicamos el 

Teorema anterior. 

 

 



Volumen III: Geometría analítica 
 

16 Fundamentos de los conjuntos numéricos. 
 

16.1 Teoría de conjuntos. 
 

16.1.1 Definición. Elementos, conjuntos, inclusión. 

La definición de conjunto es complicada, por no decir imposible. La propuesta 

tradicional de definir un conjunto como “una colección de elementos” es una pura 

falacia pues "colección" es un sinónimo de "conjunto". Así pues, dejaremos sin definir 

qué es un conjunto y supondremos que todo el mundo entiende qué es un conjunto de 

elementos. 

Tenemos por un lado los “elementos”, que escribiremos con letras minúsculas x, y, z... 

Y por otro lado los “conjuntos”, que escribiremos con letras mayúsculas A, B, C... y 

una relación entre ambos llamada inclusión: Ax  , y su negación: Ax  

 

Subconjuntos. 

Diremos que BA  cuando BxAx  . 

Diremos que BA  cuando tienen los mismos elementos, es decir  BxAx   

Claramente ABBABA   

 

El conjunto vacío. 

Definimos por   el conjunto que no tiene elementos. Se cumple A  para cualquier 

conjunto A. 

 

El conjunto universal. Conjunto complementario. 

En ciertos contextos puede tener sentido hablar del conjunto universal  , formado por 

todos los elementos. En este contexto, dado un conjunto A, tiene sentido definir su 

conjunto complementario A , formado por todos los elementos del conjunto universal 

que no están en A: 

 AxxA  |  

 

Intersección e unión de conjuntos. 

Definimos la intersección de dos conjuntos por  BxAxxBA  |  

y la unión de dos conjuntos por  BxAxxBA  |  

 

Conjunto complementario. 

Dados dos conjuntos A y B, definimos  BxAxxBA  |  

 

Producto de dos conjuntos. 

Dados dos conjuntos A y B definimos  ByAxyxBA  |),(  

 



16.2 Funciones. 
 

16.2.1 Definición. Función. Dominio y Codominio. 

Dados dos conjuntos A y B, una función BAf :  es un subconjunto de BA  que 

cumple la condición siguiente: 

 

Para todo Aa  existe un único Bb  tal que fba ),(  

 

Notación: Si fyx ),(  se suele escribir yx , o )(xfy   

 

Al conjunto A le diremos dominio de la función, y al conjunto B codominio. 

 

16.2.2 Definición. Imagen. Rango. Función suprayectiva. 

Dada una función BAf :  y un subconjunto de su dominio AS  , llamaremos 

imagen de S a 

  BfyaSxByS  ),(,|)(f  

 

Definimos el rango de la función como )(f A . 

Diremos que una función f  es suprayectiva si BA )(f , es decir, cuando todo 

elemento de B es imagen de al menos un elemento de A. 

 

16.2.3 Definición. Subconjunto preimagen. 

Dada una función BAf :  y un subconjunto BS  , llamaremos preimagen de S a 

 

  AfyaSyAxS  ),(,|)(f 1  

 

16.2.4 Definición. Composición de funciones. 

Dadas dos funciones BAf :  y DCg :  cumpliendo CAf )( , tiene sentido 

definir la composición DAgf :  de la siguiente forma: 

 

 

16.2.5 Definición. La función identidad. 

Dado cualquier conjunto A, definimos la función Identidad de la siguiente forma: 

 

xx

AAId



:
 

 

16.2.6 Definición. Función inyectiva. 

Diremos que una función BAf :  es inyectiva si  

fbaba ),(),,( 2211  y 21 bb   entonces 21 aa   

 

Es decir, cuando ningún elemento del codominio es imagen de más de un elemento del 

dominio. 

 

fyzgzxAgzgfyx  ),(),(|)(),( 



16.2.7 Definición. Función inversa. 

Si una función BAf :  es inyectiva, entonces tiene sentido definir su función inversa  

AAff  )(:1  

De la siguiente forma: 

fyxfxy   ),(),( 1  

 

16.2.8 Proposición. 

Para cualquier función inyectiva BAf : , se cumple Idffff   11   

 

16.2.9 Definición. Biyección. Transformación. 

Una biyección es una función BAf :  inyectiva y suprayectiva. 

Una transformación es una biyección de un conjunto en sí mismo. 

 

 



16.3 Relaciones de orden. 

 
16.3.1 Definición. Relación. 

Una relación R en un conjunto A  es un subconjunto R de AA . Dados dos elementos 

Ayx , , diremos que se cumple xRy  cuando Ryx ),( . 

 
16.3.2 Definición. Relaciones de orden y relaciones de orden estricto. 

Diremos que un conjunto   es un conjunto ordenado cuando esté dotado de una 

relación   que cumpla las siguientes condiciones: 

a) Reflexiva: xx  . 

b) Antisimétrica: yx   y xy   entonces x=y. 

c) Transitiva: yx   y zy  entonces zx  . 

 

Diremos que la relación < es un orden estricto si es una relación asimétrica y transitiva: 

a) Asimétrica: Nunca ocurre yx    y xy   a la vez. 

b) Transitiva: yx   y zy  entonces zx  . 

Diremos que  ,  está totalmente ordenado cuando, para todo yx, , se cumple 

yx   o bien xy  . 

 

16.3.3 Teorema. 

Sea X un conjunto. Entonces: 

a) Dada una relación   de orden en X, entonces la relación  

yx   si y sólo si yx   y yx   

es un orden estricto en X. 

 

b) Dada una relación < de orden estricto en X, entonces la relación 

yx   si y sólo si yx   o yx   

 es un orden parcial en X. 

 

Demostración. 

 

16.3.4 Definición. Minimal, cota inferior, mínimo, ínfimo. 

Sea X un subconjunto de un conjunto ordenado  . 

Se llama cota inferior de X a un elemento x  tal que yx   para todo Xy . 

Se llama mínimo de X a una cota inferior que esté en X. 

Se llama ínfimo de X a la cota inferior x  tal que si 'x  es otra cota inferior, 'xx  . 

Es decir: 

 yx   para todo Xy  

 Si yx '  para todo Xy , entonces 'xx  . 

Y de la misma manera: 

Se llama cota superior de X a un elemento x  tal que xy   para todo Xy . 

Se llama máximo de X a una cota superior que esté en X. 

Se llama supremo de X a la cota superior x  tal que si 'x  es otra cota superior, 

xx ' . Es decir: 

 xy   para todo Xy  

 Si 'xy   para todo Xy , entonces xx ' . 

Se dice que X no tiene extremos si no tiene ni máximo ni mínimo. 



 

16.3.5 Proposición. Unicidad del mínimo, máximo, ínfimo y supremo. 

Sea X un subconjunto de un conjunto ordenado  . 

Si existe el mínimo de X, es necesariamente único. Se denotará por )(XMin . 

Si existe el ínfimo de X, es necesariamente único. Se denotará por )(XInf . 

Y, si existen, también serán únicos el máximo )(XMax  y el supremo )(XSup . 

 

Demostración. Supongamos que x e y son mínimos de X.  

Se tiene que ambos son cotas inferiores de X, luego yx   y xy  , y por tanto yx  . 

Supongamos ahora que x e y son ínfimos de X. Aplicando la definición nuevamente se 

cumple yx   y xy  , y por tanto yx  . 

 

16.3.6 Definición. Conjunto denso. 

Sea   un conjunto totalmente ordenado. Se dice que un subconjunto X es denso en    

si, para cada dos elementos yx   de   existe z de X  tal que yzx  . Diremos que 

un conjunto es denso cuando lo sea entendido como subconjunto de sí mismo, es decir, 

cuando para todo yx,  con yx  , existirá un z  tal que yzx  . 

 



16.4 Completación mediante cortes de Dedekind. 
 

16.4.1 Definición. Conjunto completo. 

Diremos que un conjunto totalmente ordenado   es completo si es denso y si para 

cada subconjunto no vacío y acotado superiormente existe supremo.  

 

16.4.2 Definición. Completación. 

Dado un conjunto totalmente ordenado  , denso y sin extremos, diremos que '  es 

una completación de   si  

a) '  es un conjunto totalmente ordenado, completo y sin extremos. 

b) '  y el orden de '  restringido a   es el orden de  . 

c)   es denso en ' . 

 

16.4.3 Definición. El Axioma del Conjunto Potencia. 

Dado cualquier conjunto X, no necesariamente ordenado, suponemos que existe el 

conjunto de todos los subconjuntos de X, es decir, )(XPx  si y sólo si x es un 

subconjunto de X. La existencia de )(XP  es un axioma que añadimos a la teoría de 

conjuntos. 

Es muy fácil comprobar que en )(XP  las inclusiones BA  y BA  forman 

relaciones de orden: 

 

BABA    (relación de orden) 

BABA   (relación de orden estricto) 

 

Notación: En esta sección usaremos el símbolo BA  para denotar la inclusión y el 

símbolo BA  para denotar la inclusión estricta, es decir, 

 BA  no implica necesariamente BA  

BA  implica necesariamente BA  

 

16.4.4 Definición. Segmento inicial. 

Se llama segmento inicial de un conjunto totalmente ordenado   a un subconjunto 

propio ( X  y X ) de   tal que 

XyxyyXx  ,,  

 

16.4.5 Proposición. Los conjuntos xA . 

Sea   un conjunto totalmente ordenado y x . Definimos 

 xyyAx  |  

 

xA  no está vacío si y sólo si x no es el mínimo de  , y en ese caso, xA  es un segmento 

inicial. 

 

Demostración. 

Si xA  no está vacío entonces existe y  con xy  , luego x no puede ser cota 

inferior y por tanto no puede ser el mínimo de  . 

  Si x no es el mínimo de   entonces existe algún y  tal que xy  , por tanto 

xAy  y xA . 



Supongamos que x no es el mínimo de  . Claramente es propio pues xAx  y 

acabamos de ver que xA . Sea xAy  y sea z  con yz  .  

xx AzxzxyzxyAy   

 

16.4.6 Definición. Corte de Dedekind. 

En un conjunto totalmente ordenado  , llamaremos Corte de Dedekind a todo  

segmento inicial no vacío A  que no tenga máximo. Es decir, que cumpla las 

siguientes condiciones: 

a) A  

b) A  

c) AyxyyAx  ,,  

d) yxAyAx  ,,  

 

16.4.7 Proposición. 

En un conjunto totalmente ordenado  , denso y sin extremos, 

a) xA  es un corte de Dedekind 

b) Se cumple yx AAyx  . 

 

Demostración.  

a) En 16.4.5 hemos visto que es un segmento inicial. Solo queda ver que no tiene 

máximo. 

Sea xAy . Entonces xy  . Puesto que   es denso, existirá un z  tal que 

xzy  . Luego xAz  y puesto que zy  , se cumplirá xAy .  

b)   Sea yx  . Sea xAz . Luego xz  , por tanto yxz   de lo que se deduce 

yz   y yAz . La inclusión es estricta, pues, por ser   denso, existirá z  tal que  

yzx  , luego yAz , pero xAz , pues xz   y zx   son incompatibles. 

  Supongamos que yx AA  . Si yx   entonces yx AA   contradiciendo la hipótesis. 

Si xy  , acabamos de ver que entonces xy AA  , contradiciendo nuevamente la 

hipótesis, luego la única posibilidad aceptable es yx  . 

 

16.4.8 Proposición. Completación mediante cortes de Dedekind. 

Sea   un conjunto totalmente ordenado, denso y sin extremos. Sea )( P  el 

conjunto de todos los cortes de Dedekind de  .  

 

Definimos la inmersión canónica de   en   como la siguiente función: 

xAx

i



:
 

Esta función es una completación de  , a la que llamaremos completación mediante 

cortes de Dedekind. 

 

Demostración. 

i) Esta función está bien definida, pues en 16.4.7a hemos comprobado que xA  es un 

corte de Dedekind. 

ii) Esta función mantiene el orden: )()( yixiyx   (16.4.7b)  



 

iii) Esta función es inyectiva: yxyixi  )()( .  Se deduce directamente del apartado 

anterior: Si yx  , o bien yxyx AAAAyx  , o bien 

yxxy AAAAyx  . 

 

iv) )(i  es denso en  .  

Sean BA, , con BA , es decir BA . Sea ABx  . El conjunto B no tiene 

máximo, luego existirá By  tal que yx  . Claramente Ay , pues AxAyx   

contradiciendo la hipótesis. Veamos que BAA y  . 

BAy  : Si ByzAz y  , y por ser B segmento inicial, Bz . La inclusión es 

estricta, pues By  pero yAy . 

yAA : Si Az , supongamos que zy  . Por ser A un segmento inicial, Ay , 

contradiciendo la hipótesis Ay . Si yz  , igualmente llegamos a Ay , 

contradiciendo la hipótesis, luego la única posibilidad aceptable es yz  , y por tanto 

yAz . La inclusión es estricta, pues yAxyx  , pero Ax . 

 

v)   es un conjunto totalmente ordenado. 

Sean BA, , con BA . Supongamos que no sucede BA , es decir, existe un 

elemento Ax  tal que Bx . Veamos que, entonces, AB . 

Sea By . Entonces xy  . Si Byx  , por ser B intervalo inicial, Bx , 

contradiciendo la hipótesis. Luego el único caso aceptable es Axy  , y por ser A un 

intervalo inicial, Ay . Es decir, AB , pues estamos suponiendo BA . 

 

vi)   es completo. 

Sea S  un conjunto acotado superiormente de elementos de  , es decir, existirá un 

A  tal que AX   para todo SX  . Sea XS
SX

' . Veamos que 'S  es el supremo 

de S. 

- 'S  es un corte de Dedekind. 

a) 'S , pues es la unión de conjuntos no vacíos. 

b) 'S , pues  AS ' , por ser A un corte de Dedekind. 

c) ',,' SyxyySx  : Si 'Sx  y y  con xy  , existirá un SX   tal 

que Xx , y por ser X un corte de Dedekind, Xy  y por tanto 'Sy . 

d) yxSySx  ,',' . Sea 'Sx . Luego existirá un SX   tal que Xx , y por ser 

X un corte de Dedekind, no estará acotado superiormente, es decir, existirá un Xy  tal 

que yx  . Claramente 'Sy . 

 

- 'S  es el supremo de S.  

Está claro que si SX  , '' SXXSX
SX




, luego 'S  es cota superior de S. 

Supongamos que existe un Y  tal que YX   para todo SX  . Entonces claramente  

''' YSYXS
SX




. 

 

vii)   no tiene extremos. 



Veamos que no tiene máximo, con un razonamiento similar se demuestra que tampoco 

tiene mínimos.  

Supongamos que existe un X  tal que XY   para todo Y . El conjunto X es un 

corte de Dedekind, luego es propio: X , y por tanto existirá un Xx  . 

Entonces xAX  , donde xA  es un corte de Dedekind, llegando a contradicción. 

Veamos que, efectivamente, xAX  . Sea Xy . Entonces xy  , y si yx  , por ser X 

un segmento inicial, llegaríamos a Xx , absurdo, por lo tanto la única posibilidad 

aceptable es xAyxy  . 

 

16.4.16 Teorema. Unicidad de las completaciones. 

Sea   un subconjunto denso en un conjunto totalmente ordenado ' , y supongamos 

que ni   ni '  tienen extremos. 

 

Hemos visto que podemos considerar   mediante la inmersión  

   xyyAx x |  

 

De la misma forma, podemos considerar ''   mediante la inmersión 

  '|''  xyyAx x  

Está claro que xx AA ' . 

Entonces existe un isomorfismo ': f  

'

'







f

 

 

Demostración. 

 

Definimos la función ': f  de la siguiente manera: 

Si B , '')( 


x
Bx

ABf  

 

Y definimos la función inversa ':g  de la siguiente manera: 

Si '' B ,  ')'( BBg  

 

i) La función f  está bien definida, es decir, )(Bf  es un corte de Dedekind. 

 

 

ii) La función f  preserva inclusiones: )()( BfAfBA   

 

es una propiedad de la teoría de conjuntos. 

 

 

iii) La función g  está bien definida, es decir, )(Bg  es un corte de Dedekind. 

 

 



Veamos en primer lugar que esta función está bien definida, es decir, que 'B  es un 

corte de Dedekind de  . 

- )'(Bg  no está vacío: Puesto que '' B  es un corte de Dedekind, no puede estar 

vacío, y puesto que no tiene máximo, no puede constar de un solo elemento, pues en 

dicho caso ese elemento sería el máximo. Luego existen 'Byx  . Puesto que   es 

denso en ' , existirá un z  tal que yzx  . Por ser segmento inicial, 'Bz , y por 

tanto  'Bz . 

- )'(Bg  es un segmento inicial: Sea )'(Bgx , esto es,  'Bx . Sea y  tal que 

xy  . Luego entendiendo x e y como elementos de ' , por ser B’ un segmento inicial 

deducimos que 'By  , luego )'(' BfBy  . 

- )'(Bg  es propio: B’ es propio en ' , luego existe '' Bx  . B’ no tiene extremos, 

luego existirá 'y  tal que yx  . Por ser   denso en ' , existirá un z  tal que  

yzx  . Está claro que 'Bz , pues '' BxBz  . Luego )'(Bgz  . 

- )'(Bg  no tiene máximo: Supongamos que  ')'( BBgm  es cota superior de 

'B . Puesto que 'B  no tiene máximo, existirá un 'Bx  tal que xm . Por densidad 

de   en ' , existirá un y  tal que xym  . Luego por ser B’ segmento inicial, 

)'('' BgByBy  . Luego m no puede ser máximo de )'(Bg , porque ym   

con )'(Bgy . 

 

- Si B , BBfg ))(( . 

    AAAABfBfg x
Bx

x
Bx

x
Bx




'')())((  

Las dos primeras igualdades son definiciones. La tercera es una propiedad de la teoría 

de conjuntos. La cuarta se basa en la igualdad  

xx AABx  '  

En efecto, xx AyxyyAy  '  

La última igualdad se demostró en ????. 

 

- Si '))'((,'' BBgfB  .  

Desarrollando la igualdad: x
Bx

x
Bgx

AABgfB ''))'(('
')'( 
 .  

 . Si 'Bx , al no tener máximo, existirá un 'By , yx  . Por densidad de   en ' , 

existirá un z  tal que yzx  . Por ser B’ segmento inicial, 'Bz . Luego zAx ' , 

con  'Bz . Luego x
Bx

Ax '
' 
 . 

  Sea x
Bx

Ax '
' 
 , es decir, existe un  'By  tal que yAx ' , esto es, yx  . Por 

ser 'B  un segmento inicial, '' BBx  . 

 

Así pues, hemos demostrado que f y g son funciones inversas la una de la otra. 

 

Es obvio que f (y lo mismo g) preserva inclusiones. Además, como es biyectiva, 

preserva también los contenidos estrictos. Por tanto f es un isomorfismo. 

Finalmente, demostrar que la restricción de f a   es la inclusión de   en '  es 

equivalente a decir xx AAf ')(   para todo x . Como g es la inversa de f, es 

equivalente a decir xx AAf )'( , que es evidente. 

 



16.4.17 Teorema. 

Sea '  una completación de un conjunto totalmente ordenado   denso y sin extremos. 

Entonces existe un isomorfismo '  que restringido a   es la identidad. 

 

Demostración. Aplicando el teorema anterior, tenemos un diagrama conmutativo 

'

'







f

 

En el que la columna de la derecha es un isomorfismo, por lo que su función inversa 

también será un isomorfismo. Basta tomar  gfh   como en el esquema siguiente: 

'

'







f

hg  

 

 

 



16.5 Estructuras algebraicas. 
 

16.5.1 Definición. Operación binaria. 

Una operación binaria sobre un conjunto de elementos G es una función 

bababa

GGG









),(),(

:
 

 

16.5.2  Definición. Grupo. 

Un grupo es un conjunto ),,( iG   de elementos G junto con una operación binaria   y 

un elemento Gi  llamado "elemento neutro" cumpliendo las siguientes propiedades: 

 

G1. El conjunto G es un conjunto cerrado para la operación binaria. 

G2. Propiedad asociativa:     cbacba    

G3. Existencia y unicidad de elemento neutro:  xixxi    Gx . 

G4. Existencia y unicidad de elemento inverso: Gx  Gy!  tal que ixyyx    

 

Diremos que el grupo es conmutativo o abeliano si, además, se cumple 

 abba    para todo Gba ,  

 

16.5.3 Proposición. 

El conjunto de transformaciones de un conjunto con la composición de funciones tiene 

estructura de grupo. 

 

16.5.4 Definición. Anillo de división. Cuerpo. 

Un anillo de división es un conjunto )1,0,,,( K  de elementos K junto con dos 

operaciones binarias ba   (llamada “suma”) y ba   (llamada “producto”) y dos 

elementos diferentes, el cero 0 y el uno 1, cumpliendo las siguientes propiedades: 

 

C1.  0,,K  es un grupo abeliano. 

C2.   1,,0 K  es un grupo (no necesariamente conmutativo). 

C3. Propiedad distributiva: cabacba  )(  para todo Kcba ,, . 

 

Diremos que )1,0,,,( K  es un cuerpo si, además, el producto ba   es conmutativo. 

 

16.5.5 Definición. Espacio vectorial. 

Un espacio vectorial sobre un cuerpo K es un conjunto )1,0,,,,( KV  donde )0,,( V  es 

un grupo conmutativo, cuyos elementos se llaman vectores, junto con una aplicación 

llamada multiplicación por escalares: 

vv

VVK

 ),(


 

 

Cumpliendo las condiciones siguientes: 

a) VvuKvuvu  ,,)(   

b) VvKvvv  ,,)(   

c) VvKvv  ,,)()(   

d) Vvvv 1  y 1 es la unidad del cuerpo K. 



 

16.5.6 Proposición. Propiedades de un espacio vectorial. 

En todo espacio vectorial se cumplen las siguientes propiedades: 

a) Vvv  00  

b) K  00  

c) 000  vov   

d) vv  )1(  

 

En donde hemos utilizado el mismo símbolo 0 para representar tanto el elemento neutro 

V0 del grupo de vectores como el elemento neutro K0 del cuerpo de escalares. 

 

Demostración. a) 0000)00(0  vvvvv  

b) 0000)00(0    

c) Supongamos que 0v . Si 0  tendrá inverso 1 . Luego 

0)0()()(1 111    vvvv  

d) 00))1(1()1(1)1(  vvvvvv  

 

16.5.7 Definición. Subespacio vectorial. 

Dado un espacio vectorial )1,0,,,,( KV , diremos que un subconjunto no vacío VF   

es un subespacio vectorial de V si  

a) FvuFvu  ,  

b) FvKFv  ,  

 

Observamos que todo subespacio vectorial es automáticamente un espacio vectorial 

sobre K. 

 

Nota histórica. Los espacios vectoriales fueron definidos axiomáticamente por 

Giuseppe Peano (1858-1932) en el año 1888.  

 

16.5.8 Definición. El espacio vectorial cartesiano K
2
. 

Dado un cuerpo K , al conjunto KKK 2  se le puede dotar de forma natural de una 

estructura de espacio vectorial sobre K con las siguientes dos operaciones: 

 

Suma: 2

22112121

2

2121 ),(),(),(),(),,( KbababbaaKbbaa   

Multiplicación por escalares: 2

2121

2

21 ),(),(,),( KaaaaKKaa    

 



16.6 Cuerpos ordenados. 
 

16.6.1 Definición. Cuerpo ordenado. 

Un cuerpo ordenado  PK ,  es un cuerpo K junto con un subconjunto P de elementos de 

K, a los que llamaremos "positivos", cumpliendo las siguientes propiedades: 

 

a) Si Pba , , entonces Pba   y Pba · . 

b) Para cualquier elemento Ka , sucede uno y sólo uno de los siguientes resultados: 

 Pa , 0a , Pa  

 

16.6.2 Proposición. Algunas propiedades elementales de un cuerpo ordenado. 

En todo cuerpo ordenado  PK ,  se cumple las siguientes propiedades: 

a) P1 , P0 . 

b) K tiene característica 0. 

c) Para cualquier Ka , se cumple Paa  20 . 

 

Demostración. 

a) En K se cumple 01 . Si P1  entonces P1 , pero entonces P 1)1()1( , 

contradiciendo la hipótesis. Luego P1 . P0  se deduce directamente de 16.6.1b. 

b) Puesto que P1 , entonces P 1...11 , y por tanto 01...11   ya que P0 . 

c) Sea 0a , entonces Pa  o Pa . Si Pa  entonces Paaa 2 claramente. Si  

Pa , entonces Paaa  )()()( 2 , pero 22)( aa  , luego también Pa 2 . 

Recíprocamente, si Pa 2 , entonces Paa  0000 2 , absurdo, luego 0a . 

 

16.6.3 Proposición. Orden en un cuerpo ordenado. 

Dados dos elementos a y b de un cuerpo ordenado  PK ,  diremos ba   cuando 

Pba  . 

Esta definición cumple las condiciones de orden estricto y con ella K está totalmente 

ordenado, además, 0 aPa . 

 

Demostración. 

- Propiedad asimétrica: ba   y ab   equivale a Pba   y Pab  , que son 

incompatibles por 16.6.1b. 

- Propiedad Transitiva: ba   y cb   equivale a Pab   y Pbc  , luego  

acPabbcabbcacac  )()()(0  

- Es un orden total: Si Kba  , o bien baPba  , o bien 

abPabPba  )(  

- 00  aPaaPa . 

 

16.6.4 Proposición. 

El orden definido en 16.6.3 cumple las siguientes propiedades: 

a) Si ba   y Kc  entonces cbca  . 

b) Si ba   y cb   entonces ca  . 

c) Si ba   y Pc  entonces bcac  . 

d) Dados Kba , , sucede una y sólo una de las siguientes igualdades: 

 ba   , ba  , ab   

 



Demostración. 

a) PbacbcaPbaba  )( . 

b) 

caPcbbaca
Pcbcb

Pbaba









)()(  

c) 

bcacPcbabcac
Pc

Pbaba









)(  

d) Basta aplicar la condición b) de la definición (16.2.1) con ba  : 

abPabPba

baPba

baba







)(

0

 

 

16.6.5 Proposición. 

Si a  y b  son positivos, entonces 22 baba   

 

Demostración. 

Supongamos que ba  . Entonces 22 bbbbaaaa  , aplicando dos veces 

16.6.4c. 

Supongamos que 22 ba  . Si 22 baba   contradiciendo la hipótesis. Si ab  , 

aplicando la primera parte de esta demostración llegaríamos a 22 ab  , contradiciendo 

nuevamente la hipótesis 22 ba  . La única opción válida es ba  . 

 

16.6.6 Definición. Orden entre tres elementos de un cuerpo ordenado. 

En un cuerpo ordenado  PK ,  definimos la siguiente relación de orden: 















abc

o

cba

cba **  

 

16.6.5 Proposición. Inmersión canónica de los naturales en un cuerpo ordenado. 

 

Demostración. 

Sea  PK ,  un cuerpo ordenado. 

En primer lugar definimos la inmersión 

11

00

:





KINi 

 

 

16.6.6 Proposición. Inmersión canónica de los racionales en un cuerpo ordenado. 

El más pequeño de los subcuerpos de un cuerpo ordenado  PK ,  conteniendo 1 es 

isomorfo al cuerpo de los números racionales Q . 

 



16.6.7 Proposición. 

En un cuerpo ordenado  PK , , si ba   entonces b
ba

a 



2

, y por lo tanto todo 

cuerpo ordenado es denso. 

 

Demostración. 

b
bbbbaaaa

a 









2

2

2222

2
 

 

16.6.8 Definición. Valor absoluto. 

Dado un elemento x de un cuerpo ordenado  PK , , definimos su valor absoluto, al que 

denotaremos por x , de la siguiente forma: 










Pxsix

Pxsix
x  

 

16.6.9 Proposición. Propiedades del valor absoluto. 

El valor absoluto cumple las siguientes propiedades: 

a) Px   para todo Kx , y 00  xx . 

b) xx   

c) xxx   

d) yxyyx   

e) yxyx   

 

Demostración. a) trivial, teniendo en cuenta que 00  . 

b) Si 000  xxPx ,  y 0000  xPx  

Si xxPx  ,  y xxxxPx   

Si xxPx  ,  y xxPx   

c)  

 

16.6.7 Proposición. Todo cuerpo ordenado es un espacio métrico. 

Dados dos elementos yx,  de un cuerpo ordenado  PK , , definimos yxyxd ),( , y 

esta función es una métrica en K (ver 5.1.5). 

 

Demostración. 

 

 



16.7 Continuidad en cuerpos ordenados. 
 

16.7.1 Definición. Cuerpos ordenados arquimedianos. 

Diremos que un cuerpo ordenado  PK ,  cumple el axioma de Arquímedes, y diremos 

que es un cuerpo arquimediano, cuando para cualquier 0a  de K exista un Kn  

natural tal que an  . 

 

Observamos que este axioma es el equivalente numérico del axioma geométrico 

homólogo definido en 4.4.1. 

 

16.7.2 Teorema. Caracterización de los cuerpos arquimedianos. 

Sea F un cuerpo ordenado. Es equivalente: 

a) F es arquimediano. 

b) Para cada Fx , existe un Nn  tal que nx  , es decir, los números naturales no 

están acotados superiormente. 

c) Para cada Fx , existen Zmn ,  tales que nx   xm  y es decir, los números 

enteros no están acotados, ni superiormente ni inferiormente. 

d) 0,
1










Nn
n

Inf  

e) 0,
2

1










NnInf
n

 

 

16.7.3 Definición. Axioma de Dedekind para cuerpos ordenados. 

Diremos que un cuerpo ordenado  PK ,  cumple el axioma de Dedekind cuando, dada 

una partición 21 K , 1 , 2 ,  21 , en la que cumple 

baba  21,  

Entonces existirá un único elemento Kc  tal que bcaba  21,  

 

Observamos que este axioma es el equivalente numérico del axioma geométrico 

homólogo definido en 4.2.5. 

 

16.7.4 Proposición. 

Si se cumple el Axioma de Dedekind se cumple el Axioma de Arquímedes. 

 

Demostración. 

 

16.7.5 Proposición. 

Si  PK ,  es un cuerpo ordenado cumpliendo el Axioma de Arquímedes, entonces es 

isomorfo a un subcuerpo de IR , y en este caso será isomorfo a IR  si y sólo si cumple el 

Axioma de Dedekind. 

 
16.7.6 Proposición. Cuerpo ordenado no Arquimediano. 

Sea el conjunto )(t  de funciones algebraicas obtenido mediante el conjunto de 

polinomios con coeficientes racionales en t y las cinco operaciones de suma, resta, 

multiplicación, división y la operación 
21  , donde   es cualquier función de )(t . 

Hilbert demuestra que este conjunto "numérico" es no arquimediano. 

 



16.8 Cuerpos pitagóricos y euclídeos. 
 

16.8.1 Definición. Cuadrados. Raíces cuadradas. 

Diremos que Ka  es un cuadrado cuando exista al menos un elemento Kb  tal que 

ab 2 , al que llamaremos raíz cuadrada de a. Es decir, Ka será un cuadrado cuando 

existan raíces cuadradas de a. 

  

16.8.2 Proposición. La raíz cuadrada de un número. 

a) Si b es solución de ax 2 , también lo es b . 

b) Si existen raíces cuadradas de Ka , con 0a , entonces también existen raíces 

cuadradas positivas de a, y definiremos la raíz cuadrada de a, a la que denotaremos 

por a ,  como la solución positiva de la ecuación ax 2 . 

 

Demostración. 

a) Si b satisface ab 2 , entonces b  también. En efecto, 

abbbbbb  22 )()()(  

b) Si 0a , y b satisface ab 2 , entonces 0b , pues en caso contrario tendríamos 

00002  aba , llegando a contradicción. 

Luego, si b satisface ab 2 , y o bien Pb , y por lo tanto ya tenemos una raíz 

cuadrada positiva de a, o bien, como acabamos de ver, Pb  también es una raíz 

cuadrada de a. 

 

16.8.3 Definición. Valor absoluto. 

Dado un elemento a de un cuerpo ordenado  PK , , definimos Ka   de la siguiente 

manera: 

















00 asi

Pasia

Pasia

a  

 

Claramente, si Paa  0  

 

16.8.4 Proposición. 

Para cualquier Ka , aa 2
. 

 

Demostración. 

Es la pura definición de los conceptos implicados. 

 

16.8.5 Definición. Cuerpo pitagórico. 

Diremos que un cuerpo ordenado  PK ,  es pitagórico cuando exista 
21 a  para todo 

Ka . 

 

Por ejemplo, Q  no es un cuerpo pitagórico, pues no se cumple para 1a . 

 



16.8.6 Proposición. 

En un cuerpo  PK ,  es pitagórico si y sólo si la suma de dos cuadrados es también un 

cuadrado, es decir, si existe 22 ba   para cualquier Kba ,  con 0a  o 0b . 

 

Demostración. Sea un cuerpo pitagórico, y sean Kba , , con 0a . Entonces 

 22

2

2
222 11 ca

a

b
aba 








 , con K

a

b
c  , luego Kcaba  222 1 . 

Si 0a  entonces 0b  y el razonamiento es similar. 

El recíproco es obvio pues es un caso particular cuando 1a . 

 

16.8.7 Definición. Cuerpo euclídeo. 

Diremos que un cuerpo ordenado  PK ,  es euclídeo cuando todo número positivo sea 

un cuadrado, es decir, exista a  para todo 0a . Claramente todo cuerpo euclídeo será 

también pitagórico. 

 



16.9 Los números naturales.  
 

16.9.1 Definición. Los números naturales. 

Damos por supuesto la existencia del conjunto de números naturales 

 

 ,...4,3,2,1,0IN  

 

Junto con las operaciones "suma": 

baba

INININ





),(
 

 

 

y "producto": 

 

baba

INININ





),(
 

 
y un orden total :  

Para todo INmn , , mn   o nm   

 

Cumpliendo las siguientes propiedades: 

 

1. (a + b) + c = a + (b + c) 

2. a + b = b + a 

3. a + 0 = a 

4. (a · b) · c = a · (b · c) 

5. a · b = b · a 

6. a · 1 = a 

7. a · (b + c) = (a · b) + (a · c) 

8. Si a < b, entonces a + c < b + c 

9. Si a < b and 0c , entonces a · c < b · c 

10. Si a < b and b < c, entonces a < c 

11. Se verifica una y sólo una de las siguientes condiciones: a < b o a = b o b < a 

12. El "Principio de la buena ordenación": Todo subconjunto de IN  tiene mínimo, es 

decir, para todo subconjunto INS  , existirá un Sm  tal que, para todo Sn , se 

cumple nm  . 

 



16.10 Los números enteros. 

 
16.10.1 Definición. Los números enteros. 

El conjunto de números enteros Z se puede construir sobre la base de los números 

naturales como el siguiente conjunto de clases de equivalencia: 

 

~/)( NNZ   donde cbdadcba ),(~),(  

 

Cada una de estas clases de equivalencia las podemos representar de la forma  ba   

 

Para todos los efectos, podemos suponer definido el conjunto de los números enteros: 

 ,...4,3,2,1,0,1,2,3,4..., Z  

 

Por ejemplo,     "3"6,92,5   ,     "4"11,79,5   

 

Tenemos una inyección natural de los números naturales en los enteros: 

ZN  , )0,(nn  

en el que hemos ampliado igualmente las operaciones de suma, producto y orden total: 

 

Suma: 

baba

ZZZ





),(
 

 

Con el que ),( Z  es un grupo abeliano. 

 

Producto: 

baba

ZZZ





),(
 

 
Cumpliendo las propiedades asociativa, conmutativa y siendo el 1 elemento neutro. 

 

La suma y el producto se relacionan mediante la propiedad distributiva: 

  cabacba   

 

El conjunto de números enteros está totalmente ordenado: 

Para todo INmn , , mn   o nm   

 

Y se cumple el "Principio de la buena ordenación": Todo subconjunto de Z acotado 

inferiormente tiene mínimo. 

 

16.10.2 Proposición. 

Todo subconjunto no vacío de Z acotado superiormente tiene máximo. 

 

Demostración. Sea ZS  , S . Si S está acotado superiormente,  Sx|  xS  

estará acotado inferiormente y por lo tanto, aplicando el Principio de la buena 

ordenación, tendrá un mínimo m. El elemento m  será el máximo de S.   

 



16.11 Los números racionales.  
 

16.11.1 Definición. El conjunto de fracciones. 

Consideremos el conjunto de pares ordenados  ZZnm ),( . 

Estos elementos se denominan fracciones y se suelen escribir de la forma habitual 

“numerador-barra-denominador”: 
n

m
nm ),(  

 

En el conjunto de fracciones definimos la relación ~:  c bdad)(c,~b)(a,  

 

Esta relación formaliza la idea de dos fracciones “iguales”:  cbda
d

c

b

a
  

 

La relación ~ define una relación de equivalencia en el conjunto de fracciones.  

 

Definimos el conjunto de números racionales como el conjunto de clases de 

equivalencia determinadas por la relación anterior: 

 

  ~/ ZZQ  

 

En Q definimos dos operaciones:  

 

Suma de números racionales: 

db

cbda

d

c

b

a




  

 

Producto de números racionales. 

db

ca

d

c

b

a




  

 

Observamos que hemos definido estas dos operaciones sobre fracciones, pero es fácil 

demostrar que están bien construidas, es decir, que el resultado no depende del 

representante que tomemos. Con estas dos operaciones, ),,( Q  tiene estructura de 

cuerpo. 

 

16.11.2 Definición. Ordenación de números racionales. 

Definimos un orden en el conjunto de los números racionales de la siguiente manera: 

cbda
d

c

b

a
  

 

El conjunto Q dotado de este orden es un conjunto totalmente ordenado, en el que se 

cumplen, además, las siguientes propiedades: 

 

- Compatibilidad del orden con la suma:  

Si yx   entonces, para todo Qz , zyzx   

 

- Compatibilidad del orden con el producto por elementos positivos: 

Si yx   e 0z  entonces zyzx   



16.11.3 Definición. Inmersión canónica de Z en Q. 

Podemos considerar el conjunto de números enteros como un subconjunto de los 

números racionales mediante la siguiente inmersión, llamada “inmersión canónica”: 

 













1
)(

:

n
nin

QZi


 

 

Esta función está bien definida y es inyectiva: mnmn
mn


















11

11
 

No es suprayectiva, por ejemplo si m
m

mi 211
1

)(
2

1


















 imposible. 

Además, esta inmersión mantiene el orden, es compatible con las operaciones y envía el 

0 al 0 y el 1 al 1, luego podemos considerar Z como el subconjunto de Q de los números 

racionales que se pueden escribir mediante fracciones con denominador 1: Q
m

m 
1

 

 

16.11.4 Proposición.  

Si a, b, c y d no son cero, 
c

d

a

b

d

c

b

a
  

 

Demostración. 
a

b

c

d
cbad

d

c

b

a
  

 

16.11.5 Proposición. 

a) Para todo Qr  existirá un INn  tal que rn   (es decir, el conjunto de números 

racionales es arquimediano). 

b) Para todo Qsr ,  existirá un INn  tal que rsn  . 

c) Para todo Qr  positivo existirá un INn  tal que r
n


1
0 . 

d) Para todo Qr  positivo existirá un INn  tal que nrn 1 . 

 

Demostración. 

a) Si 0a  basta tomar 1n . Supongamos que 0a , luego 
b

a
r   con 0, ba . 

Luego existirá un INn  tal que abn  , y por lo tanto 1 abn , es decir, 
b

an


1
. 

b) El razonamiento es similar, la desigualdad 
d

c

b

na
  se convierte en  

bcadn )(  en IN, que siempre tiene solución en n. 

c) Basta tomar 0
1

' 
r

r  y aplicar el apartado a. Existirá un INn  tal que  

r
n

n
r


1

0
1

0  por 16.11.4. 

d)  

 



16.11.6 Proposición. El conjunto de números racionales es incompleto. 

En Q no existe solución a la ecuación 22 x . 

 

Demostración. 

a) El cuadrado de un número par es par. 

Si n es par entonces se puede escribir como mn 2  para cierto número natural m. 

Luego )2(24)2( 2222 mmmn   es par. 

 

b) El cuadrado de un número impar es impar. 

Si n es impar se puede escribir como 12  mn  para cierto número natural n. Luego 

1)2(2124)12( 2222  mmmmmn  es impar. 

 

c) Si el cuadrado de un número es par, entonces ese número es par. 

Supongamos que 2n  es par. Si n fuera impar, entonces por el lema anterior, 2n  sería 

impar, llegando a contradicción. Luego n tiene que ser par. 

 

d) En Q no existe solución a la ecuación 22 x . 

Supongamos que existe una fracción simplificada 
n

m
 tal que 2

2










n

m
 

para ciertos naturales m y n. 

Entonces 







 22

2

22

22 nm
n

m

n

m
m

2
 es par. 

Por el apartado anterior deducimos que m es par, y por tanto podemos escribir pm 2  

para cierto número natural p. Pero entonces: 

   222222 2422 pnppmn n
2
 es par y por lo tanto n es par. 

Es decir, m y n son ambos pares, luego la fracción nm /  no es irreductible, llegando a 

contradicción. 

 

16.11.7 Lema. 

Si a y b son positivos: 

a) Si ba   entonces 22 ba   

b) 22 ba  , entonces ba  . 

 

Demostración. 

a) ba   entonces 22 bbbabaaa  . 

b) ???? 

 

16.11.8 Teorema. Propiedad arquimediana. 

Dados dos números racionales 0a  y 0b , existirá un número natural n tal que 

ban  . 

 

Demostración. Supongamos que 
q

p
a   y 

s

r
b   para ciertos p, q, r y s naturales. 

 

Tomando qrn 2 , está claro que banqrqrpsqsn  2  



16.12 Los números reales.  
 

16.12.1 Definición. Conjunto de los números reales. 

Definimos IR  como la completación de Q mediante cortes de Dedekind, tal y como se 

desarrolló en el apartado 16.4. 

 

16.12.2 Definición. La inmersión canónica de Q en IR . 

Podemos considerar el conjunto de números racionales como un subconjunto de los 

números reales mediante la inmersión canónica definida en 16.4.5 y 16.4.10: 

 

 pqQqAp

IRQ

p 



|
 

 

16.12.3 Proposición. Suma de números reales. 

Cada número real es un corte de Dedekind de Q, es decir, un subconjunto infinito de 

números racionales, por lo que debemos ahora construir una suma y un producto 

adecuada para estos elementos. 

 

Dados dos cortes de Dedekind IRBA , , definimos su suma BA  de la siguiente 

forma: 

  QBqqpBA  A,p|  

 

La suma así definida es un corte de Dedekind: 

 

a)  BA : Se deduce directamente de A  y B . 

b) BAyxyQyBAx  ,, : 

Si BAx  , entonces bax   con Aa  y Bb . Sea Qy con bay  . Entonces  

AbyAaby   por ser A un corte de Dedekind. Luego  

BAbbyy  . 

c) yxBAyBAx  ,, : 

Si BAx  , entonces bax   con Aa  y Bb . Luego, al no tener A y B máximo, 

existirá un Aa'  con 'aa   y un Bb'  con 'bb  . Luego  

BAbababax  ''' . 

d) QBA  :  



16.12.4 Proposición. 

Existe un IR , 0 , tal que 22  . 

 

Demostración. 

Sea   IRxxIRxS  2,0, 2 . 

2112  , luego S1  y por tanto S . 

Para cualquier 2422 22  xx , luego si Sy , xyxy  22 2  (14.6.5) 

Luego S está acotado superiormente y no está vacío, luego por completitud de IR , S 

tendrá un supremo. Sea IRSSup  )( . Vamos a ver que 22  . 

Supongamos que 22  . 

Entonces 02 2   

También 0  (????) luego 012  , y por tanto  0
12

2 2









 

Luego (por ????) existirá un INn  tal que  

2
2

2
12

0
12

21
0 
















nn
 

 

Por otro lado, 


















nnnnn

1
2

1121 2

2

2

2




   

Puesto que 1
1

0 
n

 entonces 

  22
12

12
11

2
1 22222 











 




nnnn
 

Es decir S
nn











1
2

1
2

 , pero 
n

1
 , luego   no puede ser el supremo 

de S, llegando a contradicción. 

 

Supongamos que 22  . En este caso 

022   y 02  , luego 




2

2
0

2 
 .  

Sea INn  tal que 2
2

0
2

21
0 2

2




 






nn
 

 

Luego  

  2
1

2
1

2
1

2
121

2

22

22

2

2

2




















nnnnnn



 . 

Sea  
n

1
 cumple 22  , luego   es cota superior de S (por 14.6.5), 

contradiciendo nuevamente la hipótesis )(SSup . 

La única posibilidad que queda aceptable es que 22  , tal y como queríamos ver. 

 



17 Planos cartesianos. 

 
En esta unidad estudiaremos, de forma progresiva, la relación entre ciertas propiedades 

aritméticas de K y ciertas propiedades geométricas de su plano cartesiano 2K  asociado. 

La guía de lectura de esta unidad es el siguiente esquema: 

 

 

 

K  cuerpo ordenado 

pitagórico 

K  cuerpo ordenado 

euclídeo 

K  cuerpo ordenado 

Completo-Dedekind 

K  cuerpo ordenado 

K  cuerpo 

K  anillo de división K
2
 Plano incidental 

K
2
 Plano papiano 

K
2
 Plano ordenado 

K
2
 Plano de Hilbert 

K
2
 Plano de Hilbert 

cumpliendo CC y CR 

K
2
≈IR

2
 

K  cuerpo 
ordenado 

arquimediano 

K  cuerpo 

ordenado no 

arquimediano 

K2 Plano 
arquimediano 

 

K2 Plano no 

arquimediano 

 



17.1 Plano cartesiano sobre un cuerpo. 
 

17.1.1 Definición. El plano cartesiano K
2
. 

Recordemos (ver 16.5.8) que, dado un cuerpo K , al conjunto KKK 2  se le puede 

dotar de forma natural de una estructura de espacio vectorial sobre K con las siguientes 

dos operaciones: 

 

Suma: 2

22112121

2

2121 ),(),(),(),(),,( KbababbaaKbbaa   

Multiplicación por escalares: 2

2121

2

21 ),(),(,),( KaaaaKKaa    

 

Llamaremos plano cartesiano K
2
 sobre el cuerpo K  al plano cuyos puntos son los 

elementos KKKaa  2

21 ),( . Dado un punto ),( 21 aaA   de K
2
, diremos que los 

números  Kaa 21,  son las coordenadas cartesianas de dicho punto. 

 

17.1.2 Definición. Rectas en un plano cartesiano. 

Las rectas serán los conjuntos solución de las ecuaciones de la forma 

0  yx  para ciertos K ,,  con )0,0(),(   

 

Diremos que dos rectas son iguales cuando lo sean como conjuntos, es decir, cuando 

tengan los mismos puntos. 

 

17.1.3 Proposición. Recta que pasa por dos puntos. 

Dados dos puntos distintos ),( 21 aaA  y ),( 21 bbB  , la recta  

0)()( 21121122  babaybaxab  

contiene ambos puntos, y se cumple claramente la condición )0,0(),( 1122  baab . 

 

Demostración. Solo tenemos que sustituir por ambos puntos. En efecto, 

0)()( 2112212112122112211122  babaabaaaaabbabaabaaab  

 

En donde estamos utilizando que el cuerpo de escalares K es conmutativo. Con el punto 

B se comprueba de la misma manera.  

 

17.1.4 Proposición. Unicidad de la recta que pasa por dos puntos. 

Dados dos puntos distintos ),( 21 aaA  y ),( 21 bbB  , existe una única recta que 

contiene a ambos. 

 

Demostración. En la proposición anterior vimos la existencia de dicha recta. Veamos 

ahora su unicidad. Supongamos que A y B satisfacen dos ecuaciones de la forma 

0: 1111   yxr  y 0: 2222   yxr  

 

Por construcción,  
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Supongamos que 11 ba   y 22 ba   . Entonces: 
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1122111122111 )()(0)()( 
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Si 01   entonces 000 1
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1

11

22
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, lo que no es aceptable, 

luego 01   y 
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Por otro lado,  
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Tomando 
1

2




k , hemos llegado a 12  k , y está claro que 11

1

2
2 




 k . 

Finalmente,  

1211121112212222212

2111112111

)(0

0





kbbkbkbkbbbb

bbbb




 

 

Así pues, 12  k , 12  k , y 12  k , y las dos ecuaciones son equivalentes. 

 

Supongamos que 11 ba  . Puesto que suponemos que BA  , está claro que 22 ba  , y 

las ecuaciones iniciales quedan así: 

00)(0)(0 11221221   baba  

00)(0)(0 22222222   baba  

 

Por definición de recta, 0, 21  , y las ecuaciones quedan  

1

1
111 0:







 xxr  y 

2

2
222 0:







 xxr . 

En particular, sustituyendo en el punto A ,
1

1
1




a  y 

2

2
1




a , luego 

2

2

1

1







 



, y son la misma ecuación. 

 

Supongamos que 22 ba  . Puesto que suponemos que BA  , está claro que 11 ba  , y 

las ecuaciones iniciales quedan así: 

00)(00)( 11111111   baba  

00)(00)( 22112211   baba  

 

Por definición de recta, 0, 21  , y las ecuaciones quedan: 

1

1
111 0:







 yyr  y 

2

2
222 0:







 yyr  

De nuevo, sustituyendo por el punto A, 
1

1
1




b  y 

2

2
1




b , luego 

2

2

1

1







 



, y las 

dos ecuaciones son iguales. 



17.1.5 Proposición. Clasificación de las rectas.  

Las rectas de un plano cartesiano K
2
 se clasifican en dos grupos disjuntos:  

a) nxmy  , con Knm , . (llamadas "rectas con pendiente m") 

b) kx   con Kk .   (llamadas "rectas verticales") 

 

Y los valores Kknm ,,  determinan unívocamente la recta. 

En el primer caso, al valor m le llamaremos "pendiente de la recta", y si 0m  

diremos que se trata de una recta "horizontal". En particular, el "eje de abscisas" 0y  

es una recta horizontal. 

En el segundo caso diremos que se trata de una recta "vertical". En particular, el "eje de 

ordenadas" 0x  es una recta vertical.  

 

Demostración. Dada una recta 0  yx , si 0  entonces 0  y la ecuación 

se puede escribir como Kx 






, es decir, una recta vertical. 

Si, por el contrario, 0 , entonces podemos escribir la ecuación de la forma 







 



 xy , es decir, una recta con pendiente 




y - 

 

17.1.6 Proposición.  

Todo plano cartesiano K
2
 es un plano incidental. 

 

Demostración. 

- Axioma I1. La existencia de una recta conteniendo dos puntos es la proposición 

17.1.3. Su unicidad se demostró en 17.1.4. 

 

- Axioma I2. En todo cuerpo K hay al menos dos números diferentes, el 0 y el 1 (ver 

16.5.4). Por lo tanto, si la recta es de la forma nxmy  , entonces contiene los puntos 

),0( n  y ),1( nm , que son claramente distintos, pues 10  . 

Si la recta es de la forma kx  , contendrá los puntos )0,(k  y )1,(k , que son puntos 

distintos.  

 

- Axioma I3. Nuevamente tenemos en cuenta que en todo cuerpo K se cumple 10  .  

 

Los puntos )0,0(A , )0,1(B  y )1,0(C  son claramente diferentes y no son 

colineales.  

 

Efectivamente, ninguna recta vertical kx   puede contener a B y C a la vez, pues 

entonces 01 , y ni tampoco ninguna recta de la forma nmxy  , pues entonces 

000  nnm  y 0010  mmm , pero entonces 00001  , 

absurdo. 

 



17.1.7 Proposición.  

Todo plano cartesiano K
2
 cumple siempre el Postulado de la Única Paralela, es decir, 

todo plano cartesiano es un plano afín (ver 1.3.20). 

 

Demostración. 

Sea ),( baA  un punto del plano cartesiano y sea r una recta, tal que rA . 

Si la recta es vertical, es decir, kx   para cierto Kk , entonces akrA  , y por 

tanto sA  donde s es la recta vertical ax  , y ambas rectas son claramente paralelas, 

pues 








ax

kx
 implicaría ak  , absurdo. 

Si, por el contrario, se trata de una recta con pendiente m, es decir, de la forma 

nmxy  , nambrA  , tomaremos la recta s de ecuación 'nmxy   con 

ambn ' . 

Claramente el punto A pertenece a s: bambam  , y las rectas son paralelas, pues 

nmabmabnnn
nmxy

nmxy









'

'
 llegando a contradicción. 

 

 

 



17.2 Plano cartesiano sobre un cuerpo ordenado. 
 

17.2.1 Definición. Orden entre tres puntos. 

En un plano cartesiano K
2
 sobre un cuerpo ordenado  PK ,  definimos la siguiente 

relación de orden: 

 

Dados tres puntos ),( 21 aaA  , ),( 21 bbB   y ),( 21 ccC  ,  











 verticalrecta unaen  alineadosestán y **

bien o

m pendientecon  recta unaen  alineadosestán y **

**

222

111

cba

cba

CBA  

 

17.2.2 Proposición. 

Dados tres puntos ),( 21 aaA , ),( 21 bbB   y ),( 21 ccC  , se cumplirá CBA **  si y 

sólo si existe un K , 10    tal que 

 

2,1)1(  icab iii   

 

Demostración. 

Supongamos que CBA ** . Supongamos en primer lugar que están alineados en una 

recta no vertical nxmy  . Entonces 111 cba  . Sea 
11

11

ac

bc




 . 

Entonces 
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Y también: 
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Si la recta es vertical, 222 cba  . Sea 
22

22

ac

bc




 .  

Se cumplirá claramente 222 )1( cab   . 

111111 )1()1( baaaca    puesto que 111 cba  . 

 

  Supongamos que 2,1)1(  icab iii   para cierto K  con 10   . 

11

11
11111111111 )()1(

ca

cb
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Y de la misma forma 
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 , luego  
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Con 
11

22

ca

ca
m




  y 21 cmcn  , es decir, el punto B pertenece a la recta AC  (ver 

17.1.3), es decir, los tres puntos están alineados. 

 

17.2.3 Proposición. 

Todo plano incidental cartesiano K
2
 sobre un cuerpo ordenado  PK , , dotado de la 

relación de orden anterior, es un plano ordenado, es decir, satisface los axiomas B1 a B4 

definidos en 2.1.1 y 2.1.4. 

 

Demostración.  

Axioma B1. Trivial. 

Axioma B2.  

Sean ),( 21 aaA  , ),( 21 bbB   dos puntos diferentes.  

Supongamos que 11 ba  . Sea nmxy   la ecuación asociada a la recta AB . Podemos 

suponer que 11 ba   (en caso contrario el razonamiento sería similar). 

Tomando los valores 113  aa , 
2

11
4

ba
a


 , y 115  ba , los puntos asociados 

respectivos C , D  y E  cumplirán BAC ** , BDA ** , y EBA ** .  

Nota: Aquí utilizamos que K2/1  puesto que K tiene característica 0 (ver ????). 

 

Si 11 ba  , entonces la recta es vertical, se cumplirá 22 ba   y tomando los elementos 

123  ab , 
2

22
4

ba
b


 , y 125  bb , obtendremos puntos C , D  y E  cumpliendo 

BAC ** , BDA ** , y EBA ** . 

 

Axioma B3.  

 

17.2.4 Teorema. Continuidad en planos cartesianos sobre cuerpos ordenados. 

Dado un plano cartesiano K
2
 sobre un cuerpo ordenado  PK , , 

a) El plano será arquimediano (4.4.1) si y sólo si el cuerpo K es arquimediano (16.7.1). 

b) El plano cumplirá el Axioma de Dedekind (4.2.5) si y sólo si el cuerpo K cumple el 

Axioma de Dedekind (16.7.3) 

 

Demostración.  

 

Observación: Hilbert dedicó el capítulo 2 del Grundlagen a probar la independencia y 

no contradicción de su sistema axiomático. En particular demostró la independencia del 

Axioma de Arquímedes del resto, y para ello se valió de un modelo de geometría plana 

no arquimediana, es decir, un modelo de plano en el que se satisfacen todos los axiomas 

del Grundlagen pero no se cumple el Axioma de Arquímedes. 

Además, Hilbert demuestra que en esta geometría no se cumple la Proposición 1.38 de 

Los Elementos de Euclides ("Dos triángulos o dos paralelogramos teniendo igual base e 

igual altura tienen áreas iguales"). Esto implica que la Proposición 1.38 no se puede 

demostrar sin el Axioma de Arquímedes. 



17.3 Plano cartesiano sobre un cuerpo pitagórico. 
 

17.3.1 Definición. Distancia "al cuadrado" y congruencia de segmentos. 

Dado un plano cartesiano K
2
 sobre un cuerpo no necesariamente ordenado, definimos la 

"distancia al cuadrado" entre dos puntos  21,aaA   y  21,bbB   de la siguiente 

manera: 

    KababBAd 
2

22

2

11),(
~

 

 

Diremos que dos segmentos AB  y CD  son congruentes cuando sus extremos "están a 

la misma distancia": 

),(
~

),(
~

DCdBAdCDAB   

 

 

17.3.2 Proposición. 

La congruencia entre segmentos que acabamos de definir es una relación de 

equivalencia. 

 

Demostración. 

Las propiedades simétrica, reflexiva y transitiva se cumplen claramente puesto que se 

trasladan a las propiedades homónimas en el cuerpo K . 

 

Proposición.  

En un plano cartesiano K
2
 sobre un cuerpo ordenado K, dado un punto ),( 21 aaP  ,  

una recta nmxy   a la que pertenece P, y un valor Kd , 

Si existe d  y existe 
21 m , entonces existirá un valor 'm  positivo para el cual el  

punto ),( 21 bbQ  , con '11 mab   y nmbb  12  cumplirá dQPd ),(
~

. 

 

Demostración. 
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El valor buscado es 
22

11
'

m

d

m

d
m





 , que existirá por hipótesis. 

 

Definición. Distancia en un plano cartesiano sobre un cuerpo pitagórico. 

Dado un plano cartesiano K
2
, donde K es un cuerpo pitagórico, tiene sentido definir la 

distancia entre dos puntos  21,aaA   y  21,bbB   de la siguiente manera: 

 

    KababBAdBAd 
2

22

2

11),(
~

),(  

 



Puesto que en la proposición 17.4.6 hemos garantizado la existencia de dicha raíz 

cuadrada. 

 

Proposición.  

Todo plano cartesiano K
2
 sobre un cuerpo pitagórico K cumple el axioma de 

congruencia C2. 

 

Demostración. 

Sea AB  un segmento y CD  una semirrecta. Sean  21,aaA  ,  21,bbB  ,  21,ccC   

y  21,ddD  . 

Queremos demostrar que existe un único punto   CDeeE  21,  tal que CDAB  . 

 

Vamos a suponer que la recta CD  no es vertical. Entonces se podrá escribir de la forma 

nmxy  , y la semirrecta CD  serán aquellos puntos de la recta anterior para los que 

1cx  . 

Sea     ),(
~

),( 22

22

2

11 BAddDababBAdd  . 

Se cumplen las condiciones de la proposición ????, por lo que existirá un 'm  positivo 

para el cual el punto   CDeeE  21,  con '11 mce   y nmee  12  cumplirá 

DECd ),(
~

, es decir,        222

2

11

2

22

2

11 ababcece   

Y por tanto 

       222

2

11

2

22

2

11 ababcece   

 

Es decir, ),(),( BAdECd  , y por tanto CDAB  , tal y como queríamos ver. 

 

Si la recta es vertical basta tomar el punto ),( 21 dccE  . 

 

Proposición.  

Si un plano cartesiano K
2
 sobre un cuerpo ordenado K cumple el axioma de congruencia 

C2, entonces K es pitagórico. 

 

Demostración. 

Sea Ka . Tomamos los puntos )0,0(A  y )1,(aB  , AC   y )0,1(D . 

1)01()0(),( 222  aaBAd . 

La semirrecta CD  tendrá por ecuación 0y  y por tanto )0,(eE   para cierto Pe . 

eeeeECd  222 )00()0(),(  

Luego existirá un cierto Pe  tal que 12  ae , y por tanto el cuerpo K es pitagórico. 

 

Corolario.  

Un plano cartesiano K
2
 sobre un cuerpo ordenado K cumple el axioma de congruencia 

C2 si y sólo si K es pitagórico. 



Definición. Ángulos rectos, agudos y obtusos. 

Sea ABC  un ángulo, definido por las dos semirrectas AB  y AC  de vértice 

común A. Sea m la pendiente de AB  y m' la pendiente de AC , si existen. 

Diremos que   es recto cuando una de ellas sea horizontal y la otra vertical, o cuando, 

en caso contrario, 1' mm . 

Diremos que un ángulo es agudo cuando esté contenido en un ángulo recto, y diremos 

que un ángulo es obtuso cuando un ángulo recto esté contenido en él. 

 

Definición. Tangente de un ángulo. Ángulos congruentes. 

Sea ABC  un ángulo, definido por las dos semirrectas AB  y AC  de vértice 

común A. Sea m la pendiente de AB  y m' la pendiente de AC , si existen. 

Definimos la tangente del ángulo  , y escribiremos tan , como: 
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Diremos que dos ángulos son congruentes cuando tengan la misma tangente asociada. 

 



17.4 Plano cartesiano sobre un cuerpo euclídeo. 
 

17.4.1 Proposición. 

Dado un plano cartesiano sobre un cuerpo ordenado K, son equivalentes: 

a) En el plano se cumple el Postulado de la Intersección Circunferencia-Circunferencia. 

(4.3.14) 

b) En el plano se cumple el Postulado de la Intersección Circunferencia-Recta (4.3.12) 

c) K es un cuerpo euclídeo. 

 

Demostración.  

ba  se demostró en general para cualquier plano de Hilbert en 4.3.17. 

ab . Sea Ka  positivo. Sean )0,0(O , )0,(aA   y )0,1('  aA . 

Consideremos la recta vertical que pasa por A, es decir, aquella que tiene asociada la 

ecuación ax  . 

Consideremos también la circunferencia de centro 






 
 0,
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C  y radio 
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Claramente la recta tiene un punto en el interior de la circunferencia pues  
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Luego, por hipótesis, la circunferencia y la recta se cortarán al menos en un punto 

),( 2paP  , para cierto Kp 2 . 

Los puntos de la circunferencia están caracterizados de la siguiente manera: 
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Luego el elemento Kp 2  es una raíz cuadrada de a. 

 

 
 

17.4.2 Corolario. 

En un plano cartesiano sobre un cuerpo ordenado K el Postulado de la Intersección 

Circunferencia-Circunferencia (4.3.14) y el Postulado de la Intersección Circunferencia-

Recta (4.3.12) son equivalentes. 

 

Demostración. 

Se deduce directamente de la proposición anterior. 



17.5 Plano cartesiano sobre un anillo de división. 
 

Estamos desarrollando los planos cartesianos sobre cuerpos, pero una lectura atenta de 

los argumentos utilizados en 17.1 nos permite ver que no todas las propiedades de los 

cuerpos son necesarias para dotar a K
2
 de estructura de plano incidental: No hemos 

tenido la necesidad en ningún momento de utilizar la conmutatividad del producto de 

elementos de K. Así pues, es perfectamente factible construir un plano incidental 

analítico sobre un cuerpo sin exigir la conmutatividad del producto, es decir, sobre un 

anillo de división. Y encontraremos una relación sorprendente: La conmutatividad de K 

está directamente relacionada con la verificación en dicho plano del Postulado de 

Pappus (12.3.1). 

 

17.5.1 Proposición. 

Se puede definir el plano cartesiano K
2
 sobre un anillo de división K  tal y como 

hicimos en el apartado 17.1, y cumplirá todos los axiomas de plano incidental. 

 

17.5.2 Teorema. En el plano cartesiano real se cumple el Postulado de Pappus. 

En el plano 2IR  sean A, B, C puntos distintos sobre una recta r y A’,B’,C’ puntos 

distintos sobre otra recta s. 

 
 

Demostración. 

Entre los puntos A, B y C al menos dos de ellos no serán el punto O de intersección de 

las dos rectas. Supongamos que son A y B. 

De la misma forma, entre A’, B’ y C’ al menos dos no serán el punto O. Supongamos 

que son A’ y B’. 

Tomamos la referencia  ';',, BABA . Entonces )0,0,1(A , )0,1,0(B , )1,0,0('A  y 

)1,1,1('B . 

)0,,(0: baCzABC   Pero 0 bAC  luego dividiendo por b nos queda 

)0,1,(aC  . 

),,(':''' dccCyxBAC   Pero 0''  cAC  luego dividiendo por c nos queda 

),1,1(' dC  . 
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Veamos que su determinante es cero, independientemente de a y d: 
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Luego los tres puntos están alineados. 

 

17.5.3 Teorema. Planos proyectivos analíticos papianos. 

El Postulado de Pappus proyectivo (12.3.1) no se cumple en todo plano proyectivo 

analítico 2K  sobre un anillo de división K arbitrario.  

En general, en un plano analítico 2K  se cumplirá el Postulado de Pappus proyectivo (y 

en cuyo caso diremos que el plano es "papiano") si y sólo si K es un anillo de división 

conmutativo, es decir, un cuerpo. 

 

Demostración. 

 



17.6 El cuerpo de segmentos de un plano axiomático afín. 

 
17.6.1 Definición. Plano afín. 

Un plano afín es un plano de Hilbert en el que se cumple, además, el Postulado de la 

única paralela. 

 

En el apartado 3.2 definimos una suma de segmentos que es compatible con la 

congruencia. En este apartado vamos a añadir la definición de una multiplicación de 

segmentos igualmente compatible con la congruencia, pero para la que vamos a 

necesitar suponer el Postulado de la única paralela y tres teoremas que se deducen de 

éste: 

- Recíproco del Teorema de los ángulos alternos (6.3.6). 

- Todo paralelogramo tiene sus lados opuestos congruentes (7.1.2c). 

- Postulado de Pappus (12.3.2). 

 

17.6.2 Definición. Multiplicación de segmentos. 

En un plano afín en el que hemos fijado un segmento al que llamaremos "segmento 

unidad" y que denotaremos por 1, podemos definir  una multiplicación de dos 

segmentos a y b como el segmento ba   definido de la siguiente forma: 

 

Sea  un ángulo recto (su existencia quedó demostrada en 3.5.6). 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ABC  con 1AB  y bAC  . 

Sea D el único punto de AB  tal que aAD  . Supongamos que BD  . 

Sea r la única recta paralela a BC  que pasa por D. 

Sea E su punto de corte con AC  ( BC  es la única recta paralela a r que pasa por C, y  

ACBC  , luego AC  no puede ser paralela a r) 

Finalmente, definimos AEba  . 

 

 
 

 

Si BD   entonces 1a  y definimos bba  , es decir, que bb 1  por definición.  

 



17.6.3 Proposición. 

La multiplicación de segmentos definida en 17.6.2 cumple las siguientes propiedades: 

 

a) Es compatible con la relación de equivalencia de la congruencia de segmentos: 

''
'

'
baba

bb

aa









 

 

Este resultado justifica el poder definir una multiplicación en el conjunto de clases de 

equivalencia de los segmentos congruentes:      baba   

b) bb 1  y aa 1 . 

c) Propiedad conmutativa: abba  . 

d) Propiedad distributiva:   cabacba  . 

e) Propiedad asociativa: cbacba )··()··(  . 

f) Para todo a existe un b tal que 1ba . 

 

Demostración.  

a) Construimos el producto ba   mediante un triángulo rectángulo y puntos A, B, C, D 

y E, en el que AEba  y construimos el producto '' ba   mediante otro triángulo 

rectángulo y puntos A', B', C', D' y E', en el que '''' EAba   

 

Los triángulos rectángulos ABC  y ''' CBA  son congruentes por SAS ya que 

''1 BAAB   y ''' CAbbAC  . Luego ''' CBAABC  . 

Por otro lado ''//'' EDCB  por construcción, luego '''''' ABCADE  , y por el mismo 

razonamiento, de DEBC //  se deduce CBAEDA  . Aquí estamos utilizando el 

Postulado "Recíproco del Teorema de los ángulos alternos", que en 6.3.6 se demostrará 

que es una consecuencia directa del Postulado de la única paralela. 

 

De todo esto llegamos a EDAADEEDACBAABCADE  ''''''''' , y 

por lo tanto, por el criterio ASA (3.8.2), deducimos que ''' EDAADE  , y por tanto 

'''' baEAAEba  . 

 

b) bb 1  es por definición. Veamos ahora aa 1 . 

Construimos la figura asociada al producto 1a . El triángulo ABC  es isósceles en A, 

luego ACBABC   por 3.1.9. Puesto que BCDE // , tendremos que 

ABCADE   y ACBAED  , de lo que deducimos que AEDADE   y por lo 

tanto, por 3.8.3, 1 aAEADa  

 

 



 

c) Construimos el esquema ABCDE para el producto ba   y superponemos el esquema 

ABC'D'E' para el producto ab  . Queremos demostrar que 'EE  . 

Por construcción se cumple DEBC //  y ''//' EDBC . 

Trazamos la (única) recta paralela a BC que pasa por E'. Sea P su punto de corte con 

AB. 

 
 

Se cumple ''//' EDBC  y '// PEBC  luego podemos aplicar el Postulado de Pappus para 

deducir que '//' PCCD , y por tanto CADAPC ''   y ''' ACDPAC   

 

Pero ACbAD ' , luego CAD'  es isósceles en A, y por tanto '' ACDCAD  . 

Luego '''''''' PACAPCPACACDCADAPC  , es decir, el triángulo 

'APC  es isósceles en A, y en consecuencia aACAP  ' . Pero ADa  , y por tanto 

DP  . 

Finalmente, puesto que BCPE //'  se deduce que BCDE //' , pero por construcción 

también DEBC // , tenemos dos rectas paralelas a BC que pasan por un mismo punto D, 

aplicando el Postulado de la única paralela se llega a 'DEDE  , E y E' son los puntos 

de corte de la recta con AC , y puesto que dos rectas diferentes sólo se pueden cortar en 

un único punto, 'EE  , tal y como queríamos ver. 

 

d) Vamos a demostrar que   acabacb   siguiendo el razonamiento de Hilbert 

en el Grunder (página 32), de donde se deduce   cabacba   aplicando la 

propiedad conmutativa que acabamos de demostrar. 

Construimos   acb  , ab   y ac   en un mismo diagrama. Trazamos la perpendicular 

por c a la base del triángulo rectángulo. Claramente el triángulo sombreado de la 

derecha tiene base b, y comparte los mismos ángulos que el triángulo sombreado de la 

izquierda, por lo tanto, por el criterio ASA, son congruentes. Así pues, la altura del 

triángulo de la derecha es ab· . Ahora bien, nos aparece en la parte superior un 

paralelogramo: 

 



      
 

Y puesto que todo paralelogramo tiene sus lados opuestos congruentes (7.1.2c), 

llegamos a la igualdad deseada:   acabacb  . 

 

e) En el triángulo rectángulo fijamos 1p  y determinamos los puntos bcd   y 

)( bcadae  . 

Por otro lado, determinamos el punto baf  . 

 

 
 

Los puntos d, f, e por un lado y los puntos p, c y a por otro satisfacen las condiciones 

del Postulado de Pappus, luego los segmentos fp  y ec  son paralelos, es decir, 

)··()··( bacebca   

Aplicando la propiedad conmutativa ya demostrada anteriormente se llega a 

cbacba )··()··(   

 

f)  En el triángulo rectángulo con ángulo recto en A, sea 1'  APAP . Para un 

segmento a determinado, trazamos la recta 'aP  y su paralela por P. Sea b su punto de 

corte con 'AP . 

 
 

Claramente 1'·  APba , puesto que la paralela a bP  por a corta Ab  en P'. 

 
Fuente: Johan Alm "From Geometry To Number" 



17.7 Paralelismo en espacios vectoriales. 
 

17.7.1 Definición. Vectores paralelos. Segmentos paralelos. 

Diremos que dos vectores vu


,  de un espacio vectorial V son paralelos, y escribiremos 

vu // ,  cuando sean proporcionales, esto es, cuando exista un escalar 0  tal que 

vu


 . 

 

17.7.2 Teorema. Teorema BPT vectorial. 

Sean dcba


,,,  cuatro vectores de un espacio vectorial. Si ba


//  y dc


// , pero b


 y d


 no 

son paralelos, entonces 

 

 

 












cd

ab
bdac 







//  

 

para un mismo escalar   

 

De lo que se deduce directamente que  

)( acbd


  , es decir, los tres lados 

son proporcionales

 

La interpretación geométrica equivale al "Basic Proportionality Theorem" (BPT): Una 

recta paralela a un lado de un triángulo corta los otros dos lados en segmentos 

proporcionales. 

 

Demostración. baba


//  y dcdc


// , luego  

bdbbdd

bdbdbdacbdac




)()(

)(//








 

 

Puesto que, por hipótesis, b


 y d


 no son paralelos, se llega a 















0

0
 

 

Ejercicio propuesto: 6.11 



17.7.3 Teorema. Teorema de Pappus vectorial. 

Supongamos que cba


////  y fed


////  tal y como se indica en el siguiente esquema. 

Entonces:

 

 

 

cfad
ecdb

bfae 














//

//

//

 

Demostración. Aplicamos el teorema anterior dos veces: 












ef

ab
bfae 







//  , 












de

bc
ecdb 







//  

 

Y por tanto: cfadcfbeadadad


 //)(   

 

Observación: En esta demostración hemos utilizado la propiedad conmutativa del 

cuerpo de escalares. En 17.5 vimos que esta propiedad es necesaria para que se cumpla 

el Teorema de Pappus. 

 
 



17.8 Producto escalar. Espacios vectoriales euclídeos. 
 

17.8.1 Definición. Producto escalar. Espacio vectorial euclídeo. 

Dado un espacio vectorial real V, un producto escalar en V es cualquier función 

bababa

IRVV





),(),(

:






 

 

que cumpla las siguientes condiciones: 

 

a) Bilineal, esto es, lineal en ambas variables. 

 
),(),(,),(),(),(

),(),(,),(),(),(

babacabacba

babacbcacba








 

 

b) Simétrica: 

Vbaabba  ,),(),(   

 

c) Definida positiva: 

00),(

0),(





aaa

Vaaa




 

 

Diremos que dos vectores Vba ,  son perpendiculares cuando 0),( ba . 

 

Un espacio vectorial euclídeo es un espacio vectorial dotado de un producto escalar. 

 

17.8.2 Proposición. La desigualdad Cauchy-Schwarz. 

Dado un producto escalar ba   en un espacio vectorial real V, 

Vbabbaaba  ,))(()( 2
 

 

Demostración. Si 0b  la propiedad se cumple trivialmente. Supongamos que 0b . 

En este caso tiene sentido definir 
bb

ba
k




 , y entonces 

       

 
 

       

 2

2222

2

2

2

2

))((

2

)()(2)()(2

)()()(

)(0

babbaa

bb

ba
aa

bb

ba
aa

bb

ba

bb

ba
aa

bb
bb

ba
ba

bb

ba
aabbkbakaa

çbbkabkbakaakbkbakbkbaaa

kbakbkbaakbakba






































 

 

Nota: Esta desigualdad nos permitirá en 18.5.3 definir el ángulo entre dos vectores. 



17.8.3. Ejemplo. Un espacio vectorial euclídeo con funciones. 

El conjunto de las funciones continuas en el intervalo  1,0 , dotado de la operación suma 

de funciones siguiente: 

)()())(( xgxfxgf   

 

Y la multiplicación por escalares siguiente: 

)())(( xfxf    

 

Tiene estructura de espacio vectorial, en el que la función "cero" 0)( xf  hace de 

elemento cero. Este espacio vectorial se denota por  1,0C  

 

Dadas dos funciones  1,0, Cgf  , la fórmula 

 

1

0

)()( IRdxxgxfgf  

 

cumple las condiciones para ser un producto escalar en  1,0C . En efecto, 

gfgf

dxxgxxfdxxgxfdxxgxffgff



 

21

1

0

2

1

0

1

1

0

2121 )())(()()()())(()(
 

 

1

0

1

0

1

0

)()()()()()())(()( gfdxxgxfdxxgxfdxxgxfgf   

0)()()(

1

0

2

1

0

  dxxfdxxfxfff  

0)(0)()()(

1

0

2

1

0

  xfdxxfdxxfxfff  

 

La desigualdad Cauchy-Schwarz  (17.8.2) nos dice en nuestro caso que  

   















1

0

2

1

0

2

2
1

0

2
)()()()())(( dxxgdxxfdxxgxfggffgf  

Ejemplo 1. Demostrar que las funciones 
2

1
)(  xxf  y 1)( xg  son perpendiculares. 

0
2

1

2

1

222

1
1

2

1
)()(

1

0

1

0

21

0

1

0

1

0









 

xx
dxxdxxdxxgxfgf  

 

Ejemplo 2. Calcular la distancia (ver 17.9.3 más adelante) entre las funciones 

1)(  xxf  y 1)( 2  xxg  

30

1

2

1

5

1

3

1

2)()()(),(

1

0

342

1

0

22



  dxxxxdxxxgfgfgfd

 



17.9 Norma. Espacios vectoriales normados. 
 

17.9.1 Definición. Norma en un espacio vectorial real. Espacio vectorial normado. 

Dado un espacio vectorial real V, una norma en V es una función 

aa

IRV



:
 

 

que cumpla las siguientes propiedades: 

a) 00  aa  

b) aa    

c) baba    ("Desigualdad triangular") 

 

Un espacio vectorial normado es un espacio vectorial real en el que hemos definido 

una norma. 

 

17.9.2 Proposición.  

Si V es un espacio vectorial con un producto escalar ba  , entonces la función  

aaa

IRV







:
 

Es una norma en V. 

 

Demostración. La propiedad a se deduce directamente de la propiedad 18.8.1c. La 

propiedad b se deduce de la bilinealidad del producto escalar, y la propiedad c se deduce 

de la desigualdad Cauchy-Schwarz: 

 2)(22

)(2)()(

bbaabbaabbaababbaa

babbaabbabbaaababa




 

Luego babbaabababa  )()(  

 

17.9.3 Proposición. Distancia inducida por una norma.  

Dado un espacio vectorial normado V, definimos la distancia entre dos elementos de V 

(ahora considerados "puntos") por 

ABBAd

IRVVd





),(

:
 

 

Esta función cumple las tres condiciones de 5.1.5, es decir, es una métrica: 

 

a) 0),( BAd  y BABAd  0),(  

b) ),(),( ABdBAd   

c) ),(),(),( CBdBAdCAd   

 

Demostración. 

a) Es la condición 17.7.3a 

b) ),()1()(1(),( BAdABABABBAABd   

c) Es una interpretación de la Desigualdad Triangular. 



17.10 Determinantes. Hipervolúmenes con signo. 
 

17.10.1 Definición. Forma lineal alternada. 

Dado un espacio vectorial V de dimensión n sobre un cuerpo K, una n-forma lineal 

alternada es cualquier función 

  ),...,,(,...,,

...:

2121 nn

n

vvvDvvv

KVVVD



 

 

 

Que cumpla las siguientes condiciones: 

 

a) Multilineal:  

),...,',...,,(),...,,...,,(),...,',...,,( 212121 nknknkk vvvvDvvvvDvvvvvD   

),...,,...,,(),...,,...,,( 2121 nknk vvvvDvvvvD    

b) Alternada: 

0),...,,...,,(, 21  nkji vvvvDjivv  

 

17.10.2 Proposición. Propiedades de las formas lineales alternadas. 

a) ),...,,...,,...,,(),...,,...,,...,,( 2121 nijnji vvvvvDvvvvvD   

b) 0),...,0,...,,( 21 nvvvD  

c) Si 



ij

jji vv  , entonces 0),...,,...,,( 21 ni vvvvD  

d) 0,...,,...,, 21 
















n

ij

jji vvvvvD   

 

Demostración. 

a) 

 

),...,,...,,...,,(),...,,...,,...,,(

),...,,...,,...,,(),...,,...,,...,,(

),...,,...,,...,,(),...,,...,,...,,(

),...,,...,,...,,(),...,,...,,...,,(

),...,,...,,...,,(0

2121

2121

2121

2121

21

nijnji

njjnij

njinii

njijnjii

njiji

vvvvvDvvvvvD

vvvvvDvvvvvD

vvvvvDvvvvvD

vvvvvvDvvvvvvD

vvvvvvvD











 

b) 0),...,0,...,,(0),...,00,...,,(),...,0,...,,( 212121  nnn vvvDvvvDvvvD


 

c)  













ij

j

ij

njj

ij

njjn

ij

jjni

vvvvD

vvvvDvvvvDvvvvD

00),...,,...,,(

),...,,...,,(),...,,...,,(),...,,...,,(

21

212121





 

Donde hemos aplicado reiteradamente el apartado b. 

d) Basta aplicar el apartado anterior: 

 

   nini

n

ij

jjnin

ij

jji

vvvvDvvvvD

vvvvDvvvvDvvvvvD

,...,,...,,0,...,,...,,

,...,,...,,,...,,...,,,...,,...,,

2121

212121






























 




 



17.10.3 Proposición. 

Una n-forma lineal alternada queda determinada por el valor  neeeD ,...,, 21  que toma 

en una base cualquiera  neee ,...,, 21  de V. 

 

Demostración. Sea  neee ,...,, 21  una base de V. Respecto de dicha base podemos 

escribir 



nk

k

k

ii ev
1

 , luego 

 












nhh

hh

h

n

hh

nk

k

k

n

nk

k

k

nk

k

k

n

n

n

n eeDeeeDvvvD
,...,1

21

11

2

1

121

1

1

21 ,...,...,...,,),...,,(   

 

De todos los sumandos, sólo quedarán no nulos aquellos en cuyos subíndices no hay 

repeticiones, es decir, los que corresponden a las permutaciones de n elementos. Si 

denotamos por nS  todas las permutaciones de n elementos, llegamos finalmente a  

 n

Sh

h

n

hh

n eeDhvvvD
n

n ,...,...)(),...,,( 12121
21














 



  

Donde por 1)( h  denotamos el signo de la permutación h . 

 

17.10.4 Corolario. 

Una n-forma lineal alternada no nula no se anula sobre un conjunto de vectores 

linealmente independiente. 

 

Demostración. Sea D una n-forma lineal alternada y sean  nuuu ,...,, 21  n vectores 

linealmente independientes. Supongamos   0,...,1 nuuD . 

Puesto que forman una base, podemos aplicar la proposición anterior, y para cualquier 

conjunto  nvvv ,...,, 21  de vectores,  

  00...)(,...,...)(),...,,( 2121

2112121 




























 

 n

n

n

n

Sh

h

n

hh

n

Sh

h

n

hh

n huuDhvvvD   

y por tanto 0D . 

 

17.10.5 Proposición. Determinante de un conjunto de n vectores. 

Dado un espacio vectorial V de dimensión n sobre un cuerpo K, definimos el 

determinante de los vectores  nvvv ,...,, 21  en la base  neee ,...,, 21  al escalar 





n

n

i

Sh

h

n

hh

ne hvvv  ...)(),...,,(det 21

2121)(   

donde 



nk

k

k

ii ev
1

  ,y 1)( h  es el signo de la permutación. 

 

Y esta función es, en efecto, una n-forma lineal alternada. De hecho, acabamos de ver 

que es la única n-forma lineal alternada que cumple  

  1,...,, 21 neeeD  

 

Y que cualquier otra n-forma lineal alternada D que definamos en este espacio vectorial 

será proporcional a esta:  

 nnen eeDvvvvvvD
i

,...,),...,,(det),...,,( 121)(21   



 

Demostración. Es una demostración puramente mecánica: 

 

  ),...,,...,,(,...,......)(

,...,......)(),...,,...,,(

21121

12121

221

221

nkn

Sh

h

n

h

k

hh

n

Sh

h

n

h

k

hh

nk

vvvvDuuDh

uuDhvvvvD

n

n

n

n













































 

Y de forma similar se demuestran las otras dos condiciones que cumplen las n-formas 

lineales alternadas. 

 

17.10.6 Proposición. 

Dado un espacio vectorial V de dimensión n sobre un cuerpo K , para cualquier Kk , 

existirá una única n-forma lineal alternada tal que   keeD n ,...,1 . 

 

Por lo tanto, existirán tantas n-formas lineales alternadas como elementos de K . 

 

17.10.7 Teorema. 

Un conjunto de n vectores  nvvv ,...,, 21  de un espacio vectorial V de dimensión n sobre 

un cuerpo K serán linealmente independientes si y solo si 0),...,,(det 21)( ne vvv
i

 

Para cualquier base  neee ,...,, 21  que tomemos. 

 

Demostración. Por 17.9.2c toda n-forma lineal alternada se anula cuando se aplica a un 

conjunto de vectores linealmente dependientes, y por 17.9.4 no se anula nunca sobre un 

conjunto de vectores linealmente independientes. En particular, el determinante es una 

n-forma lineal alternada por 17.9.5. 

 

17.10.8 Definición. Determinante de una matriz cuadrada. 

Dada una matriz cuadrada  


















n

n

n aa

aa

A

...

.........

...

1

1

1

1

1

 

Se define su determinante como  

 





n

n

Sh

h

n

hh
aaahA ...)(det 21

21  

 

Es decir, es el determinante asociado al espacio vectorial de las matrices columna de n 

filas sobre el cuerpo K. 

 

Esta definición nos permite trasladar todas las propiedades de los determinantes al caso 

particular de los determinantes sobre matrices. Además, se cumple otras propiedades, 

como por ejemplo: )det()det( tAA  , )det()det()det( BABA  . 

 

Nota histórica: El resultado )det()det()det( BABA   fue demostrado por primera 

vez en 1812 por los matemáticos franceses Jacques Binet y Augustin-Louis Cauchy. 





18 El plano cartesiano real IR
2
. 

 
En el tema anterior fueron introducidos los planos cartesianos 2K  sobre un cuerpo K, y 

en Tema 16 fue definido y estudiado el cuerpo IR  de los números reales. Ahora, 

juntado ambos conceptos, definimos el plano cartesiano real: IRIRIR 2 , que será 

nuestro objeto de estudio en el resto de este libro. 

 

18.1 Las rectas en IR
2
. Incidencia en IR

2
. 

 

18.1.1 Definición. Las rectas como variedades lineales de dimensión 1. 

Definimos las rectas de IR
2
 como sus variedades lineales de dimensión 1, es decir, 

aquellos puntos P  que se pueden escribir como  

 

 IRvAvAP   ,  

 

Para cierto punto 2IRA , al que llamaremos "punto base" y para cierto vector 
2IRv , al que llamaremos vector director. 

 

18.1.2 Proposición Recta determinada por dos puntos. 

Dados dos puntos diferentes  21,aaA   y  21,bbB   de 2IR , existe una única recta 

que los contiene:  

ABAP   

donde ABAB   se llama "vector de desplazamiento".  

 

Demostración. Ambos puntos pertenecerán a la recta, basta tomar 0  y 1 , y es la 

única recta que contiene a ambos, pues si  

 vvCvCABAB
vCB

vCA
vCBA 2121

2

1
, 













  

Con 21    pues suponemos BA  . Pero entonces vCABAP  , en efecto: 

     vCvCvvCABAPABAP  211211   

   

ABAABA

vAvAvvAvCPvCP













21

1

21

21

1
11











 

 

Ejercicios propuestos: 6.4, 6.6. 

 



18.1.3 Definición. Recta como variedad afín. 

Para cualquier par de puntos diferentes  21,aaA   y  21,bbB   de 2IR , llamaremos 

combinación afín de A y B a todo punto P de IR
2
 que se pueda escribir como  

 

BAP    para ciertos IR,  con 1 . 

 

Llamaremos variedad afín determinada por A y B al conjunto de todas las 

combinaciones afines de dichos dos puntos, es decir, 

 

IRBAAB   ,)1(  

 

O escrito en coordenadas: 

IR cierto para
)1(

)1(
),(

22

11









 





bby

bax
AByxP  

 

Tomando 0  y 1  vemos claramente que los puntos A y B pertenecen a la 

variedad afín: ABBA ,  

 

A   le llamaremos razón simple de AP  respecto de AB , y el denotaremos por 

AB

AP
PBA ),,(  

 
 

Ejemplos. 

 

 
 

Sean )3,4(A  y )13,19(B . 

Los puntos )11,16()5/11()5/1(  BAP  

y  )9,13()5/21()5/2(  BAQ  

pertenecen a AB , y sus razones simples son: 

5

4


AB

AP
 y 

5

3


AB

AQ
 

 

Nota: Esta definición es compatible con la definición de razón simple que fue 

introducida en 11.1.7 



18.1.4 Proposición. 

Dados 2,, IRCBA  , con BA  , son equivalentes: 

a) ABC , es decir, BAC   )1( , para cierto IR . 

b)   vAABAC


  , 

c) )()(0 ACAB    para ciertos IR, , con )0,0(),(  . 

d) 0 CBA   para ciertos IR ,, , con )0,0,0(),,(   y 0  . 

 

Demostración. )) ba  )()1( ABABAABAC    

)) cb  0)(1)()()(  ACABABACABAC   

)) dc   

CBAACABACAB   )()()(0 , y claramente  

  )0,0,0(,),(   , pues en caso contrario 0   

  0)) cd  

0)()(0)(0  ACABCBACBA   

Y se cumple )0,0(),(   pues en caso contrario también 0  , 

contradiciendo la hipótesis. 

)) bc  Supongamos que )()(0 ACAB   . Supongamos que 0 . 

Entonces )()()(0 ABAABACACAB  







 con IR




 . 

Si 0  entonces BAAB  )(0   puesto que 0 , pero este caso se ha 

descartado porque suponemos BA  . 

)) ab    BACABAABAC   )1(  

 

18.1.5 Proposición. Caracterización de las rectas de IR
2
 con ecuaciones lineales. 

Toda recta de IR
2
 se puede caracterizar mediante una ecuación lineal 0  yx  

para ciertos IR ,,  con )0,0(),(  . 

 

Demostración. Sean  21,aaA   y  21,bbB   diferentes.  














)()1(

)()1(
),(

22222

11111

ababay

ababax
AByxP  

Puesto que suponemos que A y B son diferentes, no puede ocurrir que 11 ba   y 22 ba  . 

Supongamos que 01111  abba , luego puedo aislar  : 

0)()(

)()(

)()()()(

))(()()(

)()(

21121122

1221121221211122

2212221111

12221111

1

11

22
2

11

1
111




















ababyabxba

ababaaabaaabyabxba

abaxabaabyab

axabaabyab

ax
ab

ab
ay

ab

ax
abax 

 

Que es una ecuación de la forma 0  yx , con   

2112

11

22

0

abab

ab

ba













 



18.2 Segmentos y semirrectas. Orden en IR
2
. 

 

18.2.1 Definición. Semirrectas y segmentos determinados por dos puntos. 

De la misma forma que en 18.1.1 definimos la recta AB , para cualquier par de puntos 

diferentes  21,aaA   y  21,bbB   de 2IR :  

 

IRBAAB  )1(  

 

Ahora vamos a definir la semirrecta y el segmento que determinan dos puntos: 

 

Semirrecta AB :   ,0)1(  BAAB  

 

   Es decir,   ,0
AB

AP
ABP  

 

Segmento AB :  1,0)1(   BAAB  

 

   Es decir,  1,0
AB

AP
ABP  

 

Claramente ABABABBA , . 

 

18.2.3 Proposición. División de segmentos. 

Dados dos puntos diferentes BA, , queremos dividir el segmento AB  mediante un 

punto C manteniendo una proporción qp /  dada. 

 

 

 

qp

pBqA
C

q

p

CB

AC






 

Demostración. 

qp

pBqA

qp

pApBqApA

qp

ABpAqp
AB

qp

p
AC

qp

p

AB

AC

q

p

CB

AC
























)()(
)(

 

 



18.2.4 Ejemplo. Punto medio de un segmento. 

Si  11, yxP   y  22 , yxQ   , el punto medio M del segmento PQ  tendrá por 

coordenadas: 








 





2
,

22

1

2

1

2

2121 yyxx
QP

QP
M  

 
18.2.5 Lema. 

Dados tres números reales cba ,,  diferentes con cab   )1(  para cierto IR . 

Entonces: 10   cba    o bien  abc  . 

 

Demostración. 

 ) Si ca  , entonces )()1( acacab    

con 0  y 0 ac , luego 0)(  ac  y por tanto ab   

Por otro lado, cbcacaacab  )(1   

Con lo que llegamos a cba  . 

Suponiendo ac  , llegaríamos a abc   con un razonamiento similar. 

 ) Supongamos que cba  . Entonces 0 ac , y por tanto: 

10
)(0

)(0

)()()1(
























ac

ac

ac

ac

ac
acac

acaacaaacacaaccaa

 

tal y como queríamos ver.  

Suponiendo abc  , con un razonamiento similar llegamos al mismo resultado: 

10
)(0

)(0)(00)(

)()()1(


























ca

ca

ca

ca

ca

cacacaacacac

aaaacaacaacacacac

 

 

18.2.6 Definición. Orden en IR
2
. 

Dados tres puntos 2,, IRCBA  , diremos que B está entre A y C, y escribiremos 

CBA ** , cuando sean distintos y ACB , es decir, cuando 

  

CAB   )1(  para cierto )1,0(  

 

18.2.7 Proposición. El plano cartesiano real es un conjunto totalmente ordenado. 

Dados dos puntos ),( 21 aaA   y ),( 21 bbB  , diremos que A está a la izquierda de B, y 

escribiremos BA  cuando 11 ba   o bien 11 ba   y 22 ba  . Mediante esta relación, los  

puntos de 2IR  forman un conjunto totalmente ordenado (ver 16.3.1). 

 

Demostración. Es una relación transitiva. En efecto, supongamos que BA  y CB  .  

Si 11 ba   entonces 22 ba  . Si  11 cb  , entonces 22 cb  , luego 11 ca   y 22 ca  , y por 

tanto CA  . Por el contrario, si 11 cb  , entonces 11 ca   y nuevamente llegamos a 

CA  . El resto de casos y de condiciones se van demostrando con argumentos 

similares. 

 



18.2.8 Teorema. 

Dados tres puntos 2,, IRCBA   alineados, CBACBA **  o bien ABC   

 

Demostración. 

  Supongamos que CBA ** , es decir, ACB , es decir, existe un )1,0(  para el 

cual CAB   )1( . 

Entonces se cumple  









222

111

)1(

)1(

cab

cab




 

Y podemos aplicar el lema 18.2.5: 

Si 11 ca  , entonces 111 cab   pero entonces 22 ca   , puesto que CA  . 

Luego 222 cba   o bien 222 abc  , es decir CBA   o ABC  . 

Si 11 ca  , entonces 111 cba   o bien 111 abc  , es decir, nuevamente CBA   o 

ABC  . 

 

  Por hipótesis, ACB , luego existirá un IR  tal que  









222

111

)1(

)1(

cab

cab




 

Tenemos que demostrar que 10   . Supongamos que se cumple CBA  . 

Entonces, por el lema 18.2.5, 10   , y llegamos al mismo resultado suponiendo 

ABC  . 

 

18.2.9 Teorema. 

El plano IR
2
 es un plano ordenado, es decir, cumple los axiomas B1, B2, B3 y B4 del 

Tema 2. 

 

Demostración. 

 



18.3 Paralelismo en IR
2
. 

 

18.3.1 Definición. Segmentos paralelos. 

Dados cuatro puntos DCBA ,,,  de IR
2
, diremos que los segmentos AB  y CD  son 

paralelos, y escribiremos CDAB //  cuando CDAB // , en el sentido dado en 17.7.1,  es 

decir, cuando CDAB


 //  o, equivalentemente,  CDAB


   para cierto 0 . 

 
 



18.4 Argumento de un punto. Ángulos orientados. 
 

18.4.1 Definición. Argumento de un punto. 

Todo punto ),( yxP   del plano 2IR , )0,0(P  tienen asociado un número real, 

llamado argumento de P,  

  ,)( PArg  

 

Que es el ángulo entre el eje OX y OP . Es positivo en el primer y segundo cuadrante 

)0( y  y negativo en el tercer y cuarto cuadrante )0( y . 

 

Podemos determinar este valor mediante la función arcotangente 

  






 


2
,

2
,:arctan


 

 

teniendo en cuenta el cuadrante en el que se encuentra el punto: 

 








































0,02/

0,02/

0arctan

0arctan

)(

yxsi

yxsi

xsi
x

y

xsi
x

y

PArg





  

 

Claramente )0,(0)( xPPArg   con 0x . 

 

18.4.2 Definición. Ángulos orientados. 

 

 

Diremos que ABC


es "positivo" 

cuando para enviar la semirrecta BA  a 

BC  tengamos que realizar una rotación 

en el sentido contrario al de las agujas 

del reloj. 

 

 

Diremos que ABC


 es "negativo" 

cuando la rotación sea en el sentido de 

las agujas del reloj. 

 

Representaremos los ángulos orientados, es decir, ángulos con carácter positivo o 

negativo, añadiendo una pequeña flecha sobre el símbolo de ángulo: ABC


 



 

Ejemplos. 

 

 

 

BAC


 es negativo 

 

ABC


 es positivo 

 

ACB


 es negativo 

 

18.4.3 Definición. Amplitud angular con signo. 

Dado un ángulo orientado ABC


, definimos su amplitud angular con signo ABC


 

como  

 

    ,)()(  BAArgBCArgABC


  (módulo 2 ) 

 

Es decir, será la amplitud angular del ángulo, pero positiva si el ángulo orientado es 

positivo, y negativa si el ángulo orientado es negativo. 

 

Ejemplos. 

 

Sean )2,1( A , )4,1(B , )5,5(C  y )1,7(D  

 

 

º12.47

º87.81

º0.51

º1.107

º9.42











BDA

BAD

ABD

BCD

BDC











 

 

 



18.4.4 Teorema. Propiedades de los ángulos orientados. 

La utilización de ángulos con signo facilita mucho la aplicación de ciertos teoremas de 

geometría euclídea puesto que ya no nos tenemos que preocupar de la posición relativa 

de los puntos.  

 

Dados tres puntos CBA ,,  del plano, 

a) CBAABC 


 

 

b) APCBPCAPB 


 

 
 

Comparando esta propiedad con la propiedad A1 de 5.2.2, vemos que ya no nos 

tenemos que preocupar de garantizar que B esté en el interior de APC . 

 

c) ABDABC 


 si y solo si B, C y D están alineados. En particular, 0ABC


 si y 

solo si A, B y C están alineados. 

 

d) ACDABD 


 si y solo si A, B, C y D son cocíclicos. 

 

Comparando esta propiedad con 10.5.4, vemos que ya no nos tenemos que preocupar de 

distinguir si B y C son colaterales o no respecto de la recta AD como casos distintos. 

 

e) ACDABC 


 si y solo si CD es tangente a la circunferencia )(ABC  

 
 

(comparar con 10.2.7) 

 

f) 0 CABBCAABC


 

 

g) AOCABC 


2  si CBA ,,  pertenecen a una circunferencia de centro O. 

 

h) ABC


 es igual a 1/2 de la medida del arco AC  de la circunferencia de ABC. 

 

 



18.5 Producto escalar. Norma. Distancia. Ángulos. 
 

18.5.1 Definición. Producto escalar. Norma. Distancia. Longitud de segmentos. 

Dados dos vectores de 2IR  ),( 21 aaa   y ),( 21 bbb  , definimos su producto escalar 

como  

IRbababa  2211  

 

Siguiendo el desarrollo de 17.8.2, definimos la norma de un vector como la norma 

deducida por este producto escalar: 

  ,02

2

2

1 aaaaa  

 

Dados dos puntos  21,aaA   y  21,bbB   de 2IR , definimos la distancia entre A y B 

como  

    ,0)()(, 2

22

2

11 ababABBAd  

 

Definimos la longitud del segmento AB  como la distancia entre sus extremos: 

    ,0)()(, 2

22

2

11 ababABBAdAB  

 

18.5.2 Proposición. Propiedad fundamental del producto escalar. 

)(2
222

bababa   

Demostración. 

22

2

)(2

)()()()(

bbaabbabbaaa

babbaabababa




 

 

18.5.3 Definición. Ángulo orientado entre dos vectores. 

La desigualdad Cauchy-Schwarz , que fue demostrada en 17.7.2 para cualquier producto 

escalar: 

Vbabbaaba  ,))(()( 2  

Se puede reescribir como bbaababbaa   

O equivalentemente 1111 








ba

ba

bbaa

ba
 

Definimos el ángulo orientado   entre los vectores a  y b  mediante la fórmula: 

 1,1)cos( 



ba

ba
  

o equivalentemente: 

  ,0arccos 












 


ba

ba
 

Lo que nos lleva a la fórmula: 

















recto es  si 0

obtuso es  si 0

agudo es  si 0

)cos(







baba  



En donde estamos suponiendo la existencia de la función  1,1:cos IR  cuya gráfica 

es la siguiente: 

 
 

y de su inversa local    ,01,1:arccos   

 
 

Podemos justificar geométricamente el concepto de ángulo entre dos vectores que 

acabamos de definir observando el siguiente esquema: 

 

ba

ba

ba

baba

b

b

a

a

b

b

a

a









2211

2211)sin()sin()cos()cos()cos()cos( 

 

 

Donde hemos aplicado 9.3.1e. 

 

También podemos justificar esta definición mediante el Teorema del Coseno (9.1.4). En 

efecto, ya vimos en 18.5.2 que 

)(2)(2)()(
222

babababbaabababa   

Y, por otro lado,  tenemos un triángulo de lados a , b  y ba   en el que podemos 

aplicar el Teorema del Coseno: 

cos2
222

bababa   

Restando ambas igualdades llegamos a la igualdad )cos(baba  . 



18.5.4 Definición. Perpendicularidad mediante producto escalar. 

Sean dos vectores ),( 21 aaa   y ),( 21 bbb  . Sea   el ángulo orientado de a  a b . 

 

0 baba  

 

Demostración. El Teorema de Pitágoras (8.4.2 y 8.4.3) es una equivalencia, y nos 

permite caracterizar la perpendicularidad de dos vectores mediante longitudes de 

vectores, es decir, mediante normas: 

 

 
 

bababababababababa

bababbaabababa





2211221122

2

2

2

211

2

1

2

1

2

22

2

11

2

2

2

1

2

2

2

1

222

022022

)()(
 

Otro argumento justificativo sería considerar que dos ángulos son perpendiculares 

cuando forman un ángulo de 90º, es decir 2/  radianes: 

  0),cos()2/cos(02/),( 


 ba
ba

ba
bababa   

 

Ejercicio propuesto: El ejercicio 6.10 propone demostrar, mediante vectores y 

producto escalar, que en IR
2
 las tres alturas de un triangulo concurren en un mismo 

punto. 

 

18.5.5 Corolario. Versión vectorial del Teorema de Pitágoras. 

Dados dos vectores 2, IRba  ,  

bababa 
222

 

 

Demostración. Basta aplicar la igualdad  18.4.2: 

)(2)(2)()(
222

babababbaabababa   

 

18.5.6 Proposición. Desigualdad triangular. 

Dados tres puntos CBA ,, , se cumple 

BCABAC   

y la igualdad solo ocurre cuando ABC . 

 

Demostración. Esta desigualdad ya fue demostrada en  17.8.3c. 

 



18.5.7 Ejemplo. 

Muchas de las igualdades con productos de longitudes con signo se pueden trasladar a 

igualdades con el producto escalar de vectores. Por ejemplo, en 11.1.10 se demostró 

que, dados cuatro puntos alineados DCBA ,,, , se cumple 

BDACADBCCDAB   

 

independientemente del orden de dichos puntos, y trabajando con longitudes con signo. 

 

Tenemos una igualdad semejante para el producto escalar: Dados cuatro puntos del 

plano DCBA ,,, , se cumple BDACADBCCDAB   

Y la argumentación es exactamente la misma, basta aplicar las propiedades "lineales" 

del producto escalar y la suma vectorial: 

CDBCBCBCCDABBCABCDBCBCABBDAC  )()(  

CDBCCBBCABBCCDAB

CDCBABBCCDABADBCCDAB



 )(
 

 

18.5.8 Ejemplo. 

a) Dado un triángulo ABC , no necesariamente inscrito en la circunferencia unidad, 

entre su baricentro G y su circuncentro O se cumple  OCOBOAOG 
3

1
. 

b) El ortocentro de un triángulo ABC  inscrito en la circunferencia unidad, es decir  

1 OCOBOA , con )0,0(O , cumple 

 

OCOBOAOH   

 

Con lo que queda demostrado que el ortocentro 

H , el baricentro G  y el circuncentro O de un 

triángulo están alineados (en la llamada "Recta 

de Euler" del triángulo), y se cumple 

3/1/ OHOG . 

 

Demostración. 

a) Si M es el punto medio del lado BC, BCBM
2

1
 , y sabemos por 11.5.3b que  

AMAG
3

2
  , luego  

   

OCOBOAOBOCOAOBOA

OBOCOAOBOABCABOA

BCABOAAMOAAGOAOG

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

2

3

2

3

1

3

2

3

1

3

2

2

1

3

2

3

2















 



b) Nos vamos a basar en el siguiente lema: 

Dados dos vectores u


, v


 unitarios, esto es, 1 vu


, vu


  y vu


  son 

perpendiculares. En efecto: 

    011  vuvvuvvuuuvuvu


 

 

La altura por el vértice B es perpendicular al lado AC, y por lo tanto su vector director 

será perpendicular a OAOCACAC   . Aplicando el lema, podemos tomar como 

vector director OAOC , es decir, tendrá por ecuación 

 OAOCB   

 

De la misma manera, la altura por el vértice A será perpendicular al lado BC, y por 

tanto, su vector director será perpendicular a OBOCBCBC  . Aplicando 

nuevamente el lema anterior, podemos tomar como vector director OBOC  , es decir, 

tendrá por ecuación 

 OBOCA    

 

Luego el ortocentro H cumplirá el sistema 

 
 









OBOCOAOH

OAOCOBOH




 

 

Para ciertos IR, . 

 

Es evidente que dicho sistema se cumple para 1   , y por tanto 

OCOBOAOH   , tal y como queríamos ver. 

 
18.5.9 Definición. Segmentos perpendiculares. 

Dados cuatro puntos DCBA ,,,  de IR
2
, diremos que los segmentos AB  y CD  son 

perpendiculares, y escribiremos CDAB   cuando CDAB  , en el sentido dado en 

18.5.4,  es decir, cuando 0)()(  CDAB


. 

 

 
 



18.5.10 Definición. Proyección de un vector en otro. 

La idea intuitiva de coseno como "base entre hipotenusa" nos permite interpretarlo 

como la proyección del ángulo v


 sobre el vector u


: 

  

u

vu
v

vu

vu
v

v















 



 )cos(vProj

vProj
)cos( u

u   

 

vProj u


  será positivo si   es agudo, cero si   es recto, y negativo si   es obtuso. 

 



18.6 Área con signo. Producto mixto. 
 

18.6.1 Definición. Producto mixto de vectores. 

El producto mixto de dos vectores de 2IR  ),( 21 aaa   y ),( 21 bbb  , es su determinante 

en la base canónica:  

IRbaba
ba

ba
ba  1221

22

11
 

 

Nota: Las propiedades del determinante fueron estudiadas en 17.8. 

 

18.6.2 Proposición. Relación entre el producto escalar y el producto mixto. 
2222

bababa   

 

Demostración. 

222

2

2

1

2

2

2

1

2

22

2

11

2

12

2

21

22

1221

2

22

2

11

2

2211

2

1221

2

12

2

21

2

1221

2

))(()()()()(

2)()()(

2)()()(

babbaababababababa

bababababababa

bababababababa















 

 

18.6.3 Definición. Interpretación geométrica del producto mixto. 

La identidad que acabamos de obtener justifica la siguiente caracterización geométrica 

del producto mixto:  

 

sinbaba   

 

Donde   es el ángulo orientado de a  a b . 

 

Demostración. 

Aplicando la identidad 18.5.2 y 18.4.3, 

  )(sin)(cos1

)(cos

222222

2222222222222





baba

babababababababa




 

 

18.6.4 Definición. Polígonos y triángulos orientados. 

Recordemos que en la definición de polígono (2.8.1), los vértices aparecen ordenados, 

es decir, no es lo mismo el polígono ABCD que el polígono ADCB. 

Para denotar triángulos orientados, es decir, triángulos con vértices ordenados,  

añadimos una pequeña flecha sobre el símbolo de triángulo:  ABC


.  

Es decir, ACBABC  , pero ACBABC 


. 

 



18.6.5 Definición. Área con signo de polígonos.  

Dado un polígono nPPP ...21 , con  kkk yxP , , definimos su área con signo al número 

   nnnnnnn yxyxyxyxyxyxyxyxPPP 11112332122121 ...
2

1
...  

 

 

Si escribimos las coordenadas de los vértices en una matriz )1(2  n : 










121

121

...

...

yyyy

xxxx

n

n
 

 

La fórmula anterior se reduce a sumar todas las diagonales principales y restar todas las 

diagonales contrarias: 

 
 

Definimos el área ( o "área sin signo") del polígono como el valor absoluto de su área 

con signo: 

   


 nn PPPPPP ...... 2121  

 

Llamaremos orientación del polígono al signo de su área orientada (positiva si los 

vértices están orientados en el sentido contrario de las agujas del reloj, y negativa si 

están orientados en el sentido de las agujas del reloj. 

 

Ejemplo: 

El área del cuadrilátero de vértices (3,4) , (5,11) , (12,8) , (9,5) y (5,6) será 

30
2

60
365598121154456951285113

2

1
A  

 

 
 

Observación. Esta fórmula también se conoce como “fórmula de la lazada” 

(“Shoelace formula”), por la forma cruzada de asociar coordenadas: 

 

 



18.6.6 Proposición. Área con signo de triángulos orientados. 

Dado un triángulo orientado ABC


, aplicando la fórmula general de 18.6.5, se define 

su área con signo como 

   

222

111212121212121

111

2

1

2

1

cba

cbacaacbccbabbaABC 


 

Restando la primera columna a la segunda y tercera: 

  )(
2

1

2

1
001

2

1

2222

1111

22222

11111 ACAB
acab

acab

acaba

acabaABC 










 

 ABC


 será positivo si BAC


 es positivo, es decir, si para ir de AB  a AC  debemos 

hacer una rotación en el sentido contrario al de las agujas del reloj,  y será negativo si 

BAC


 es negativo, es decir, si para ir de AB  a AC  debemos hacer una rotación en el 

sentido de las agujas del reloj. 

 

Problema propuesto: PZ/1.27. 

 

Ejemplos. 

Sean )1,2(A , )3,6(B , )6,4(C , )3,5(D , )2,1(E  y )2,1( F  
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FED

EFD

DFE

DEF
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Justificación geométrica de la fórmula del área de un triángulo. 

 

Sean tres puntos del plano ),( 21 aaA  , ),( 21 bbB   y ),( 21 ccC  , que vamos a suponer 

colocados en la siguiente configuración, y aplicamos la fórmula del área del trapecio: 

 

 
 

       

 
   

 

       ACAB
acab

acab
acababac

abaacbcaabcacb

cbbcbaabcaac

bbcbbcccaabaabbbaacaaccc

bbcbbcccaabaabbbaacaaccc

bcbcababacacABC

bcbcababacac

BCCBABBAACCAABC
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221122112211
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Para cualquier otra configuración, la fórmula anterior daría igualmente el área de dicho 

triángulo, cambiando únicamente el signo. 

 

 



19 Coordenadas baricéntricas. 
 
“...Sin embargo, hay que advertir que si Dios existe, si verdaderamente ha creado la Tierra, la ha hecho, como es sabido, de acuerdo 
con la geometría de Euclides, puesto que ha dado a la mente humana la noción de las tres dimensiones, y nada más que tres, del 

espacio. Sin embargo, ha habido, y los hay todavía matemáticos y filósofos… que dudan si todo el Universo o, para decirlo de 

manera más amplia, toda existencia, fue creada solo de acuerdo con los principios de Euclides, e incluso se atreven a soñar que 
dos rectas paralelas que, de acuerdo con Euclides nunca se pueden cortar en la Tierra, quizás puedan hacerlo en el infinito. En vista 

de que ni siquiera esto soy capaz de comprender, he decidido no intentar comprender a Dios. Confieso humildemente mi 

incapacidad para resolver estas cuestiones. En esencia, mi mentalidad es la de Euclides: una mentalidad terrestre. ¿Para qué intentar 
resolver cosas que no son de este mundo? Te aconsejo que no te tortures el cerebro tratando de resolver estas cuestiones, y menos 

aún el problema de la existencia de Dios. ¿Existe o no existe? Estos puntos están fuera del alcance de la inteligencia humana, que 

sólo tiene la noción de las tres dimensiones....” 
Los hermanos Karamázov, Fiodor Dostoyevski 

 

 

El tercer volumen del libro Problemas de Geometría está dedicado íntegramente a practicar las 

coordenadas baricéntricas y su aplicación en la resolución de problemas.  Es muy importante practicar 

tanto como se pueda, "jugar con ellos" a medida que éstos se van introduciendo. 

 

Bibliografía. En general para todo este capítulo y especialmente para los apartados 19.4, 19.5 y 19.7: 

"Coordenadas Baricéntricas" (Francisco J. García Capitán). Para el apartado 19.4.3: "Geometría métrica y 

proyectiva en el plano con coordenadas baricéntricas. Algunos tópicos" de Angel Montesdeoca (Pág 2). 

 

19.1 Coordenadas baricéntricas absolutas y homogéneas. 

 
19.1.1 Proposición. Coordenadas baricéntricas absolutas de un punto. 

Sean tres puntos 2,, IRCBA   no colineales. Todo punto P del plano tiene asociado una 

única terna de escalares ),,( zyx  tal que 

 

CzByAxP   con 1 zyx  

 

o, equivalentemente en forma vectorial: COzBOyOAxOP   

 

Los escalares zyx ,,  se denominan coordenadas baricéntricas absolutas del punto P 

respecto del triángulo de referencia ABC


, y se escribirá ),,( zyxP  . 

 

Demostración. Consideramos los puntos 32,, IRIRCBA   mediante la inmersión 

siguiente: )1,,(),( 2121 aaaaA  , )1,,(),( 2121 bbbbB   y )1,,(),( 2121 ccccC  . 

Estos tres vectores son linealmente independientes. Efectivamente, si existe una 

combinación lineal 
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111
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cb
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ba

a

a  

entonces 0 cba  y se cumplen las condiciones de la proposición 18.1.4d, luego 

serían puntos colineales, contradiciendo la hipótesis. 

Por lo tanto, para )1,,(),( 2121 ppppP  , existirán IRzyx ,,  únicos tales que  
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c
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zb

b

ya

a

x  

y estos números cumplen las condiciones exigidas. 

http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria.pdf


19.1.2 Notación. Coordenadas baricéntricas absolutas y homogéneas. 

Si ),,( zyxP   son las coordenadas baricéntricas absolutas de un punto P, llamaremos 

coordenadas baricéntricas homogéneas de P a cualquier terna de la forma  

),,( zyx   con 0  

 

Para evitar confusiones, las coordenadas baricéntricas absolutas se separan con "comas" 

y las coordenadas baricéntricas homogéneas se separan con "dos puntos"  

Coordenadas baricéntricas absolutas: ),,( zyxP   con 1 zyx  

Coordenadas baricéntricas homogéneas: )::( zyxP   con 0 zyx  

 

Dado un punto P en coordenadas baricéntricas homogéneas )::( zyxP  , podemos 

"rescatar" sus coordenadas baricéntricas absolutas mediante la fórmula: 













zyx

z

zyx

y

zyx

x
PzyxP ,,)::(  

 

Dos puntos serán iguales si y solo si sus coordenadas baricéntricas homogéneas 

asociadas son proporcionales:  

 

 
   222111

222

111
::::

::

::
zyxzyxQP

zyxQ

zyxP









 para cierto 0  

 

Nota histórica. Las coordenadas homogéneas se pueden considerar como una extensión 

de las coordenadas baricéntricas, que fueron introducidas por August Ferdinand 

Möbius (1790-1868) en su tratado "Barizentrische Calcul" del 1827. Las coordenadas 

homogéneas aparecen por primera vez en 1830 en el artículo “Ueber ein neues 

Coordinatensystem” de Julius Plücker. 

 

19.1.3 Definición. Puntos propios y puntos impropios. El plano proyectivo real. 

Llamaremos puntos propios a las ternas )::( zyxP   tales que 0 zyx . 

Acabamos de ver en 19.1.1 que estas ternas se asocian de forma unívoca a puntos del 

plano 2IR . 

Por el contrario, las ternas )::( zyxP   con 0 zyx  no pueden estar asociadas a 

ningún punto de 2IR , y se llamarán puntos impropios.  

 

Llamaremos plano proyectivo real 2IP  al conjunto de todos los puntos propios e 

impropios, es decir, el conjunto de todas las ternas )::( zyx  bajo la relación de 

equivalencia 

)',','(),,()':':'()::( zyxkzyxzyxzyx   

 

Más adelante veremos que el conjunto de puntos impropios determina una recta en el 

plano proyectivo real, llamada recta del infinito, cuya ecuación es: 

 

0 zyx  

 

Y veremos en el apartado 19.6 que en el plano proyectivo no existe el paralelismo en el 

sentido tradicional de 1.3.19, puesto que dos rectas diferentes siempre se cortan en un 

punto. Diremos que dos rectas son paralelas cuando se corten en el infinito, es decir, 

cuando su punto de corte pertenezca a la recta del infinito.



19.1.4 Proposición. Interpretación geométrica de las coordenadas baricéntricas. 

 

Si ),,( zyxP   entonces   

 
 ABC

PBC
x




   

 

 
 ABC

APC
y




   

 

 
 ABC

ABP
z




  

 

En donde en todo momento estamos trabajando con áreas con signo. 

 

Demostración. Sea ),,( zyxP  , es decir, zCyBxAP   con 1 zyx . 

Luego 

ACzAByAPACzAByPA

PAPCzPAPByPAPCzPByPAzPAyPA

PCzPByPAzyPCzPByPAx

PCzPByPAxPzyxzCyBxAPPPP









)()(

)1(

)()()()(0

 

 

Ahora multiplicamos por AB  con el producto mixto (ver 19.7.3): 
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ABC
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ACAB

APAB

ABAC

ABAP
z

ABACzABACzABAByABACzAByABAP
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2  

 

Y con el mismo razonamiento deducimos los valores de x e y. 

 

19.1.5 Proposición. Interpretación visual de las coordenadas baricéntricas. 

Podemos localizar la posición de un punto ),,( zyxP   del plano dado en coordenadas 

cartesianas observando los valores y el signo de sus tres componentes. Los puntos cuyas 

componentes sean las tres positivas corresponderán al interior del triángulo de 

referencia: 

 



19.1.7 Proposición. Coordenadas baricéntricas del baricentro. 

Sea ABC  un triángulo. El baricentro del triángulo tiene por coordenadas baricéntricas 
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G  

 

Demostración. Sabemos que las medianas del triángulo determinan seis triángulos 

internos de igual área (11.5.3a). Luego, si P es el baricentro del triángulo, 
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1)3/1(












ABC

ABC
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x , y de la misma manera, 

3

1
y  y 

3

1
z .  

 

Y por tanto  1:1:1
3

1
,

3

1
,

3

1









P  

 

Nota: En 18.4.10a se demostró este mismo resultado con vectores. 

 

19.1.8 Proposición. Coordenadas baricéntricas del incentro. 

Sea ABC  un triángulo, y denotamos por a, b y c las longitudes de los lados BC , AC  

y AB . Entonces el incentro del triángulo tiene por coordenadas baricéntricas 

 

)::( cba  

 

Demostración. Sabemos que el incentro P es el centro de la circunferencia inscrita.  

Trazamos la recta r perpendicular a AB  que pasa por P, y sea ch  la perpendicular a AB  

por el vértice C. 

 

 

Entonces 

 
  cc

h

r

hAB

rAB
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APB
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y de la misma forma 
Ah

r
x   y 

Bh

r
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Pero por otro lado,  
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a

h

hchbha
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A

CBA
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y de la misma forma: 
 ABC

b

hB 


2

1
 y 
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c

hC 
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1
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Luego 
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19.1.9 Proposición. Coordenadas baricéntricas del circuncentro. 

Sea ABC  un triángulo, y denotamos por a, b y c las longitudes de los lados BC , AC  

y AB . Entonces el circuncentro del triángulo tiene por coordenadas baricéntricas: 

 

a)  CcBbAa cos:cos:cos  

b)       222222222222 :: cbacbcabacba   

c)  )2sin(:)2sin(:)2sin( CBA  

d)  CCBBAA cossin:cossin:cossin  

 

Demostración. Sabemos que el circuncentro P es el centro de la circunferencia 

circunscrita, sea r su radio, es decir, PCPBPAr  . 

 

 

Trazamos la perpendicular por P al lado 

BC . Sea F su punto de corte con BC . 

ABPCBPF 
2

1
  

 

por el Teorema del ángulo central (10.1.1)

Luego  )cos()cos( ArPF
r

PF
A  , y por tanto: 
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, y de la misma forma: 
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, luego 
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Ahora podemos aplicar el Teorema del Coseno (9.1.4): 

bc

acb
AAbccba

2
)cos()cos(2

222
222 

 , y de la misma forma 

ac

bca
B

2
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222 
 , y 
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C

2
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 , para deducir: 
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Una tercera alternativa es tener en cuenta que  

  )2sin(
2

1
)sin(

2

1 2 ArBPCCPBPBPC   

y por tanto  

 )2sin(:)2sin(:)2sin()2sin(
2

1
:)2sin(

2

1
:)2sin(

2

1 222 CBACrBrArP 







  



19.1.10 Proposición. Coordenadas baricéntricas del ortocentro. 

Sea ABC  un triángulo. Su ortocentro tiene coordenadas baricéntricas: 

a)  CBA tan:tan:tan  

b)  BAcCAbCBa coscos:coscos:coscos  

c) 








 222222222

1
:

1
:

1

cbacbacba
 

 

Demostración. Aplicando el Teorema del Seno (9.1.5), tenemos 

CrcBrbArar
C

c

B

b

A

a
sin2,sin2,sin22

sinsinsin
  

donde r es el radio de la circunferencia circunscrita. Sea P el ortocentro del triángulo, F 

el punto de corte entre BC y la altura por A y T el punto de corte entre AC y la altura 

por B. 

 

 

En el triángulo AFB  encontramos 

BCrBcBF
c

BF
B cossin2coscos 

 

 

Luego, teniendo en cuenta que CFPB   puesto que los triángulos BFP  y 

BTC son semejantes pues son triángulos rectángulos que comparten el ángulo PBF  

BrBP
BP

BF
C

Br

BF
cos2sin

cos2
  

CBrPF
Br

PF

PB

PF
C coscos2

cos2
cos   

Por lo tanto,    CBArrCBarBCPFBCP coscossin2coscos2
2

1

2

1 (*)

 

CBAr coscossin2 2  

y de la misma manera   ABCrPAB coscossin2 2  y   CABrPAC coscossin2 2 . 

 
 CABABCCBA

CABrABCrCBArzyxP

coscossin:coscossin:coscossin

coscossin2:coscossin2:coscossin2)::( 222




 

Dividiendo entre CBA coscoscos  llegamos a  CBAP tan:tan:tan  

Claramente, si no hacemos el cambio (*) llegamos a 

 BAcCAbCBaP coscos:coscos:coscos  

Para demostrar c) tenemos en cuenta que:  
  bcABC

A
AbcABC

2

1sin
sin2 


  

bc

cba
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cba
AAbccba

22
coscos2

222222
222 





  

y por tanto:  
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19.1.11 Proposición. Excentros en coordenadas baricéntricas. 

Sea ABC  un triángulo. Los excentros asociados a las circunferencias excritas del 

triángulo (ver 11.10.1) en el interior de los ángulos A , B  y C  respectivamente 

tendrán por coordenadas baricéntricas: 

 

 cbaI A :: ,  cbaIB ::  ,  cbaIC  ::  

 

 

Demostración. 

 
 

 
22

rarBC
BCDx





 , en negativo pues D y A están en lados opuestos de BC . 

 
22

rbrAC
ACDy





  y  

2

rc
ABDz


 . 

Luego    cba
rcrbra

zyxI A ::
2

:
2

:
2

:: 






 
 , y de la misma forma el resto de 

excentros. 

 

19.1.12 Proposición. Coordenadas trilineales. 

Dado un triángulo ABC , todo punto P del interior del triángulo queda unívocamente 

determinado por las distancias a cada uno de los tres lados. 

 

 
 

Sean ),( BCPdistx  , ),( ACPdisty   y ),( ABPdistz  , entonces )::( zyxP  . 

 

Si un punto tiene asociadas las coordenadas baricéntricas )::( zyx  entonces tendrá 

asociadas las coordenadas trilineales 








c

z

b

y

a

x
:: . Recíprocamente, si un punto tiene 

asociadas las coordenadas trilineales )::( zyx , entonces tendrá como coordenadas 

baricéntricas )::( zcybxa . 

 

Demostración. 

 

 



19.1.13 La "Encyclopedia of Triangle Centers" (ETC) de Clark Kimberling. 

 

Clark Kimberling (nacido el 7 de noviembre de 1942 en Hinsdale, Illinois) es un 

matemático que, desde 1994, desarrolla un proyecto llamado "Encyclopedia of 

Triangle Centers" (Enciclopedia de los Centros del Triángulo) para catalogar todos los 

centros del triángulo. Actualmente (feb 2018) lleva catalogados más de 16000 centros 

diferentes, y la lista no deja de crecer día a día. 

 

El método de Clark Kimberling para sistematizar la clasificación de todos los centros 

del triángulo consiste en ordenarlos por su distancia al lado menor del triángulo con 

lados a = 6, b = 9 y c = 13. 

 
 

¿Qué se entiende por “centro de un triángulo”? Solo las circunferencias tienen 

centro, puesto que solo ellas son absolutamente simétricas. Los antiguos griegos 

conocían los cuatro centros usuales del triángulo: El incentro, ortocentro, circuncentro y 

baricentro. Estos puntos están caracterizados por ser invariantes bajo la acción de ciertas 

transformaciones. Pero en el siglo XIX, y gracias a las técnicas modernas como por 

ejemplo las coordenadas baricéntricas, fueron apareciendo nuevos e interesantes 

centros: El punto de  Fermat, el centro de la circunferencia de los nueve puntos, el punto 

simediano, el punto de Gergonne… y por tanto se impuso la necesidad de definir 

rigurosamente qué se entiende por “centro del triángulo”. 

 

Llamaremos “centro del triángulo” a cualquier punto que se pueda representar mediante 

coordenadas trilineales (ver 19.1.12) de la forma  ),,(:),,(:),( bacfacbfbcaf  

donde a, b y c son las distancias de dicho punto a un triángulo de referencia, y para 

cualquier función IRcbaf ),,(  no nula que cumpla las siguientes propiedades: 

 

- Homogeneidad: ),,(),,( cbafkkckbkaf n  para cierta constante n y para todo 0k . 

 

- Bisimetría en la segunda y tercera variable: ),,(),,( bcafcbaf  . 

 

Esta relación entre funciones y puntos es suprayectiva por definición pero no es 

inyectiva: Funciones diferentes pueden dar lugar a un mismo centro del triángulo. 

 

Encontraremos más información sobre este proyecto en su página web oficial: 

http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html 

 

http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html


19.2 División de segmentos en coordenadas baricéntricas. 

  
19.2.1 Proposición. 

Dado un triángulo de referencia ABC  y dos puntos expresados en coordenadas 

baricéntricas homogéneas  321 :: pppP   y  321 :: qqqQ  , cumpliendo además que 

321321 qqqppp  , el punto que tiene asociadas las coordenadas baricéntricas 

homogéneas 

 332211 :: qmnpqmnpqmnpmQnPX   

 

divide el segmento PQ  en la razón 

n

m

XQ

PX
  

 

 
Demostración. 

Sea 321321 qqqpppk  . 

  CnpBnpAnpPnkCpBpApPkpppP


321321321 ::   

  CmqBmqAmqQmkCqBqAqQkqqqQ


321321321 ::   

Sumamos ambas expresiones: 

  CmqnpBmqnpAmqnpQmPnk


)()()( 332211   

Así pues, el punto QmPnX


  tiene coordenadas baricéntricas homogéneas: 

 332211 :: qmnpqmnpqmnpX   

Sea 
mn

m


 . Entonces 

mn

n

mn

mmn

mn

m
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QPQ
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m
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mn

n
X

mn
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 )1(

1
 

 

Y por lo tanto, aplicando 16.2.5, el punto X satisface  

XQ

PX

n

m

XQPX

PX

mn

m

PQ

PX






  

 



19.2.2 Corolario. Punto medio entre dos puntos. 

Dado un triángulo de referencia ABC  y dos puntos expresados en coordenadas 

baricéntricas homogéneas  321 :: pppP   y  321 :: qqqQ  , cumpliendo además 

321321 qqqppp  , entonces el punto medio M  entre P y Q tendrá por 

coordenadas  

 332211 :: qpqpqpQPM   

 

 
Demostración. 

El punto medio M viene caracterizado por la igualdad MQPM  , es decir, 

1

1
1

MQ

PM
, y basta aplicar la proposición anterior. 

 

19.2.3 Ejemplo. Puntos medios de los lados del triángulo de referencia. 

En particular, los puntos medios 'A , 'B  y 'C  de los lados respectivos BC , AC  y AB  

del triángulo de referencia se obtienen con 1k  y por tanto 

 

 1:1:0'A ,  1:0:1'B  y  0:1:1'C  

 
 

 

19.2.4 Corolario. Punto simétrico. 

Dado un triángulo de referencia ABC  y dos puntos expresados en coordenadas 

baricéntricas homogéneas  321 :: pppP   y  321 :: qqqQ  , cumpliendo además 

321321 qqqppp  , entonces el punto 'P , simétrico de P respecto de Q, tendrá 

por coordenadas  

 332211 2:2:22' pqpqpqPQP   

 

 

Demostración. Es un caso particular de la proposición anterior cuando 
1

2




XQ

PX
 y por 

tanto     332211332211 2:2:22:2:2' pqpqpqqpqpqpP   



19.3 Rectas en coordenadas baricéntricas. 

 
19.3.1 Teorema. Área de un triángulo en coordenadas baricéntricas. 

Dados tres puntos con coordenadas baricéntricas absolutas: 

 

),,( 321 pppP  , ),,( 321 qqqQ   y ),,( 321 rrrR   

 

Entonces el área (siempre con signo) del triángulo PQR  queda determinada mediante 

la fórmula: 

   ABC

rqp

rqp

rqp

PQR 

333

222

111

 

 

Demostración. Sean ),( 21 aaA , ),( 21 bbB   y ),( 21 ccC  . Si ),,( 321 pppP  , 

entonces las coordenadas cartesianas del punto P serán  

),(),(),(),(

),(),(),(

232221131211231322122111

213212211321

cpbpapcpbpapcpcpbpbpapap

ccpbbpaapCpBpApP




 

 

Y de la misma manera, ),( 232221131211 cqbqaqcqbqaqQ   

y ),( 232221131211 crbrarcrbrarR   

 

Luego aplicamos 18.6.6: 

 

232221232221232221

131211131211131211

321321321

232221232221232221

131211131211131211

111

2

crbrarcqbqaqcpbpap

crbrarcqbqaqcpbpap

rrrqqqppp

crbrarcqbqaqcpbpap

crbrarcqbqaqcpbpapPQR















 

 

Ahora bien,  
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321321321 111
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rqp
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rrrqqqppp

 

 

Luego  

   
333

222

111

333

222

111

222

111 2

111

2

rqp

rqp

rqp

ABC

rqp

rqp

rqp

cba

cbaPQR 


 

 

Ejercicio propuesto: 2.22. 

 



19.3.2 Corolario. Caracterización de tres puntos alineados. 

Tres puntos RQP ,,  están alineados si y sólo el determinante de sus coordenadas 

baricéntricas (no necesariamente absolutas) es cero: 

 

0alineados

)::(

)::(

)::(

333

222

111

321

321

321
















rqp

rqp

rqp

rrrR

qqqQ

pppP

 

 

Demostración. Aplicando la proposición anterior, es evidente que estarán alineados si y 

sólo si determinan un área cero, es decir, cuando se anule su determinante. Aunque en la 

proposición anterior se trabaja con coordenadas baricéntricas absolutas, el resultado 

también se cumple para las homogéneas, aprovechando las propiedades lineales del 

determinante. Normalizando las coordenadas con 321 pppp  , 321 qqqq   y 

321 rrrr  , tenemos: 

 

0
1

///

///

///

0alineados

)::(

)::(

)::(

333

222

111
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111
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111
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321

321


















rqqp

rqp

rqp

rqqp

rqp

rqp

rqp

rrqqpp

rrqqpp

rrqqpp

PQR

rrrR

qqqQ

pppP


 

 

Ejercicio propuesto: 3.3. 

 

19.3.3 Corolario. Rectas en coordenadas baricéntricas. 

Los puntos de la recta PQ  que pasa por dos puntos )::( 321 pppP   y )::( 321 qqqQ   

son los puntos que satisfacen la ecuación  

0

33

22

11



qpz

qpy

qpx

 

Es decir,  

0
22

11

33

11

33

22
 z

qp

qp
y

qp

qp
x

qp

qp
 

 

Por lo tanto toda recta, en coordenadas baricéntricas, se puede escribir mediante una 

ecuación homogénea 

0 czbyax  

donde )0,0,0(),,( cba . 

Demostración. Aplicando la proposición anterior, PQzyxX  )::( , )::( 321 pppP   

y )::( 321 qqqQ   si y sólo si: 0

33

22

11



qpz

qpy

qpx

,  y basta desarrollar el determinante 

anterior por la primera columna. 



19.3.4 Ejemplos. Las ecuaciones de los lados del triángulo de referencia. 

Dado un triángulo ABC , sus vértices tendrán por coordenadas )0:0:1(A , 

)0:1:0(B  y )1:0:0(C , y sus lados tendrán asociados las ecuaciones 

00

00

10

01

:  z

z

y

x

AB , 00

10

00

01

:  y

z

y

x

AC , 00

10

01

00

:  x

z

y

x

CB . 

 

En general, toda recta que pase por A será de la forma zky   para cierta constante k, 

basta desarrollar el determinante 0001

222



zyx

zyx

. 

 

 
 

19.3.5 Ejemplo. 

La recta que pasa por los puntos )3/1,3/2,3/2(A  y )4/1,4/1,2/1(B  tendrá por 

ecuación: 

6/12/00

4/10

2/13/2

2/18/30

4/10

2/13/2

4/13/1

4/13/2

2/13/2

0

zx

xy

x

yz

xy

x

z

y

x







 , es decir, 

02
2

0
612

 z
xzx

 

 

19.3.6 Ejemplo. Ecuación baricéntrica de la bisectriz por el vértice A. 

Dado el triángulo de referencia ABC , la bisectriz del ángulo A tendrá por ecuación: 

0bzcy  

 

Demostración. La bisectriz del ángulo A  es la recta que une el vértice )0,0,1(A  con 

el incentro )::( cbaI   (ver 19.1.8), luego tendrá asociada la ecuación: 

bzcy
ba

z
ca

y
cb

x

cba

zyx


010100

0010  

 



19.3.7 Proposición. Punto de intersección de dos rectas. 

El punto de intersección de las rectas 0 czbyax  y 0'''  zcybxa  es 
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ca

ca

ba

ba

cb

cb

cba

cba

kji

 

 

19.3.8 Proposición. Tres rectas concurrentes. 

Tres rectas 0111  zcybxa , 0222  zcybxa  y 0333  zcybxa  serán 

concurrentes si y sólo si  

0

321

321

321



ccc

bbb

aaa

 

 

19.3.9 Lema. Suma de las coordenadas baricéntricas del circuncentro. 

En 19.1.9 demostramos que el circuncentro de un triángulo tiene por coordenadas 

baricéntricas:  

 

 )(:)(:)( 222222222222 cbacbcabacbaC   

 

La suma de estas coordenadas baricéntricas es igual a 216S , donde S es el área del 

triángulo de referencia ABC . 

 

Demostración.  





444222222

222222222222

222

)()()(

cbacbbaca

cbacbcabacba
 

 

Una visita a Mathematica nos permite simplificar esta expresión: 

 

 
 

  22
1616

))()((16
2222
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SABC

sbscsas
cbacbacbaacb

cbacbacbacba



















 

 



19.3.10 Proposición. La recta de Euler. 

El ortocentro O está en la recta que pasa por el baricentro B y el circuncentro C de un 

triángulo. Más exactamente: 

BCO 32   

 

Demostración. Hemos visto que )1:1:1(B  (19.1.7) y 

 )(:)(:)( 222222222222 cbacbcabacbaC     (19.1.9b) 

También hemos visto que la suma de las coordenadas baricéntricas del circuncentro es 
216S , donde  ABCS   (19.3.9) 

Luego multiplicamos las coordenadas de B por 216S  y las de C por 3 para que tengan la 

misma suma 248S : 

 222 16:16:16)1:1:1( SSSB   

 )(3:)(3:)(3 222222222222 cbacbcabacbaC   

Ahora podemos calcular las coordenadas de BCO 32  : 

     
  222222

22244224444422

42222444222222

2222444222222

2222222222

3

3233336

666333666

)(6)222(3

)(6163)(32163

cbacba

bcabcbcacbacb

acabacbacbbaca

acbacbacbbaca

acbaSacbaS











 

De la misma forma obtenemos ))((3 222222 cbacbay   y 

))((3 222222 cbacbaz  . 

Dividiendo por    222222222 cbacbacba   obtenemos las componentes  

    222222222222

222222 3))((3
'

cbacbacbacba

cbacba
x







 , 

222

3
'

cba
y


 , 

222

3
'

cba
z


  

Obteniendo el punto 








 222222222

1
:

1
:

1

cbacbacba
, que es una de las  

expresiones del ortocentro (ver 19.1.10c) 

 

Nota histórica. Leonhard Euler (1707-1783) fue un matemático suizo, aunque pasó la 

mayoría de su vida en Berlín y San Petersburgo. En 1765 descubrió la recta que lleva su 

nombre. 

 

19.3.11 Proposición. El baricentro de un triángulo. 

Las coordenadas homogéneas del baricentro de un triángulo PQR , con 

),,( 321 pppP  , ),,( 321 qqqQ   y ),,( 321 rrrR   son: 

 333222111 :: rqprqprqpRQP   

 

Demostración. Es el ejercicio 3.7. 



19.4 Notación y fórmula de Conway. 
 

19.4.1 Proposición. Las Notaciones de Conway. 

Dado un triángulo ABC , de lados a, b y c, y denotando por S el doble de su área, 

definimos  

 

)cot( ASSA    )cot( BSSB    )cot( CSSC   

 

En general, si   es un ángulo cualquiera, se define )cot( SS  . 

 

Se cumple  

 

2

222 acb
SA


   

2

222 bca
SB


   

2

222 cba
SC


  

 

Demostración. Por el Teorema del Coseno (9.1.4): 

 

  ASASAABC
acb

AABCcba

AAsenbccba

Asen

A
Asenbccba

Abccba















)cot()cot(2
2

)cot(4

)cot()(2

)(

)cos(
)(2

)cos(2

222

222

222

222

222

 

Las otras dos igualdades se demuestran con un argumento similar. 

 

 

Nota biográfica. Reciben en nombre por su descubridor, John Horton Conway, 

matemático británico. 

 

19.4.2 Proposición. Algunas identidades con las notaciones de Conway. 

a)  2aSS CB    2cSS BA    2bSS CA   

b) ))(( ababSS BA   , ))(( bcbcSS CB   , ))(( cacaSS AC   

c)  AbcSA cos   BcaSB cos   CabSC cos  

 

Demostración. 

a) Son triviales, demostramos la primera: 

2
2222222222222

2

2

222
a

acbabcacbabca
SS CB 








  

 

b) CBCABA SSSSSSbc  )(22  

c) AS
acb

AbcAbccba 



2

coscos2
222

222  

 



19.4.3 Proposición. Aún más identidades con las notaciones de Conway. 

Siendo  ABCS  2  y 2/)( cbas  , se cumple: 

 

a) 2222

CSSba   2222

ASScb   2222

BSSac   

b) )(22/ assbcSS AA   , )(22/ bsscaSS BB  , )(22/ cssabSS CC   

c) )(22 2/2/4/ bcSbcsbcSbcSSS AAAAA   

d) ))((2 bsasSab C   ,  ))((2 csbsSbc A   , ))((2 ascsSca B   

e) ))((2 acsbsaScS AC   , ))((2 bascsbSaS BA  , 

))((2 cbsascSbS CB   

f)   sinsin)()sin( SSS   ,   sinsin)()cos( 22 SSSS   

g) ))()((42 csbsassS   

 

Demostración. 
 

19.4.4 Proposición. 

Si definimos 

BAAB SSS    CBBC SSS    CAAC SSS   

 

Se cumple: 

a) ACBCAB SSSS 2  

b) CBA ScSbSaS 22222   

c) 2222

AScbS   

d) CABBACABC ScSSbSSaSS 2222   

 

Demostración. 

a) 

  22 )cot()cot()cot()cot()cot()cot(

)cot()cot()cot()cot()cot()cot(

SCACBBAS

CSASCSBSBSASSSS ACBCAB




 

En donde hemos utilizado la igualdad: 

1)cot()cot()cot()cot()cot()cot(  CACBBA  (ver 9.3.3b) 

b)  

2

222

2222

)()()(

SSSS

SSSSSSSSSSSS

SSSSSSSSSScSbSa

CBCABA

CBCABCBAACAB

CBABCAACBCBA







 

c) 

22

22222222

)(

)()(

SSSSSSSSSSSSSSSb

SSbSSbSbSbSSSbScb

CABCBACABCACAB

CAABACABAA




 

d)  
22 )( SSSSSSSSSSSSSaSS ACABCBACBCBACB   

 

 



19.4.5 Proposición. 

a) El ortocentro del triángulo de referencia ABC  tiene por coordenadas baricéntricas 

 ABACBC

CBA

SSS
SSS

O ::
1

:
1

:
1









  

 

Y observamos que la suma de las tres coordenadas es igual a 2SSSS ACBCAB   (ver 

19.4.4a) 

 

b) El circuncentro del triángulo de referencia ABC  tiene por coordenadas 

baricéntricas 

   )(:)(:)(:: 222

BACCABCBACBA SSSSSSSSSScSbSaC   

 

Y observamos que la suma de las tres coordenadas es igual a   222 SSSS ACBCAB  . 

 

Demostración. 

a) Aplicamos 19.1.10c: 
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b) Aplicamos 19.1.9b y 19.4.2 

      
   )(:)(:)(::

::

222

222222222222

BACCABCBACBA SSSSSSSSSScSbSa

cbacbcabacbaC




 

 

 



19.4.6 Proposición. La fórmula de Conway. 

Cualquier punto P del plano determina dos ángulos respecto del lado BC  del triángulo 

de referencia, a los que llamaremos ángulos de balanceo: PBC  y BCP  

 

 
 

Los ángulos de balanceo varían entre 
2

,
2








. Son positivos si P y A están en 

lados contrarios respecto a BC , y negativos si están al mismo lado. 

 

La fórmula de Conway nos permite expresar las coordenadas baricéntricas de un punto 

P a partir de sus ángulos de balanceo: 

  SSSSaP BC  ::2  

 

Demostración. Aplicamos el Teorema del Seno al triángulo PBC : 
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Luego  
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Por otro lado,  
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De forma similar se calculan  PBA  y  PCA , con lo que llegamos a 
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19.4.7 Ejemplo. Cuadrado construido sobre uno de los lados. 

Sea BCED  el cuadrado construido sobre el lado BC  del triángulo de referencia ABC . 

 

 
 

SSS

SS





)º45cot(º45

0)º90cot(º90








 

 

 BC SSSaD ::2   

 

Y análogamente,  SSSaE BC  ::2  

 

Como aplicación, podemos calcular las coordenadas del centro F del cuadrado: 

Escribiendo ):0:0( SC   se cumple la condición de 19.2.2: 

SSaaSSSa BC  222  

Y por tanto:    SSSSaSSSSaCDF BCBC  :::0:0 22  

 

19.4.8 Ejemplo. Triángulo equilátero construido sobre uno de los lados. 

Sea BCD  el triángulo equilátero construido sobre el lado BC  del triángulo de 

referencia ABC . 
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De forma análoga, si construimos los triángulos equiláteros ACE  y ABF  sobre los 

lados AC  y AB  respectivamente, llegaremos a: 











3
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S
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S
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S
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Si hubiéramos construido los triángulos 'BCD , 'ACE  y 'ABF  hacia el interior del 

triángulo de referencia, habríamos llegado a los siguientes resultados: 
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Ejercicio propuesto: 3.1. Es una interesante aplicación de la Fórmula de Conway para 

resolver un problema de las OIM. 



19.5 El Teorema de Ceva. 
 

19.5.1 Proposición. El Teorema de Ceva en coordenadas baricéntricas. 

a) Un punto )::( rqpP   corta los lados BC , AC  y AB  del triángulo de referencia 

ABC  en los puntos 'A , 'B  y 'C , llamados trazas de P, de coordenadas baricéntricas: 

 

 

 

)::0(' rpA   

 

):0:(' rpB   

 

)0::(' qpC   

 

b) Recíprocamente, si tenemos tres puntos 'A , 'B  y 'C  en los lados BC , AC  y AB  

del triángulo de referencia ABC , y los podemos escribir en la forma 

 

)::0(' rqA  , ):0:(' rpB   y )0::(' qpC   

 

Entonces serán los puntos de corte con las cevianas del punto )::( rqpP   

 

Demostración. 

a) Es un ejercicio de aplicación de la intersección de rectas. La recta AP tiene como 

ecuación:  

qzryz
qp

y
rp

rqp

zyx

 0
0101

00010  

 

Y su punto de corte con BC (de ecuación 0x ) es )::0(' rqA  . 

 

b) El punto )::( rqpP   pertenece a la recta AA’: 

0

0

001 
rq

rq

rq

rqp

 

 

Y de la misma forma se demuestra que también pertenece a BB’ y CC’, por lo tanto será 

su punto de corte P, para el cual los tres puntos serán trazas. 

 

 



19.5.2 Definición. Triángulo ceviano. Triángulo medial. 

Dado un punto P, denominamos triángulo ceviano de P  al triángulo 

CBA PPP determinado por las trazas de P sobre cada uno de los lados del triángulo de 

referencia ABC . El triángulo ceviano de ),,( 321 pppP   tendrá por vértices: 

 

 

 

)::0( 32 ppPA   

 

):0:( 31 ppPB   

 

)0::( 21 ppPC   

 

El triángulo medial es el triángulo ceviano del baricentro M.  

Puesto que )1:1:1(M , aplicando 19.5.1 sus coordenadas serán: 

 

 

 

)1:1:0(AM  

 

)1:0:1(BM  

 

)0:1:1(CM

 

Resultado al que ya llegamos en 19.2.3 determinando los puntos medios de los lados del 

triángulo de referencia. 

 

 



19.5.3 Proposición. El conjugado isotómico de un punto. 

Dado un punto )::( wvuP   en coordenadas baricéntricas relativas a un triángulo de 

referencia ABC , sus trazas son 

 

)::0( wvPA  , ):0:( wuPB  ,  )0::( vuPC   (ver 19.5.1) 

 

El punto simétrico /

AP  de AP  respecto del punto medio )1:1:0(AM  del lado BC será 

 

)::0()2:2:0()::0(22
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wvwvwvMM

AAA
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AA







 

 

Con el mismo razonamiento obtenemos los otros dos puntos simétricos respecto de los 

puntos medios de los otros dos lados: 

)::0(/ vwPA   , ):0:(/ uwPB  , )0::(/ uvPC   

 

Que se pueden escribir como trazas de un punto que denotaremos como P , y al que 

llamaremos conjugado isotómico de P: 
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Por ejemplo, el punto de Nagel y el punto de Gergonne son conjugados isotómicos: 

)::( csbsasNa   y 
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19.6 Paralelismo. 
 

19.6.1 Proposición. Punto impropio de una recta. Vector de desplazamiento. 

El punto de intersección de una recta 0:  rzqypxr  con la recta del infinito 

0 zyx  es 

)::( qpprrqr   

 

Este punto se denominará punto impropio de la recta. 

 

Dados dos puntos en coordenadas baricéntricas ),,( 321 pppP   y ),,( 321 qqqQ  , 

definimos el vector de desplazamiento PQ  por  

)::( 332211 qpqpqpQPPQ   

 

Observamos que se trata de un punto impropio:  

011)()()( 332211  qpqpqp  

 

Demostración. Este punto pertenece a la recta 0 rzqypx : 

0)()()(  qrprpqqrprpqqprprqrqp  

Y también a la recta del infinito: 0 qpprrq  

 

19.6.2 Proposición. 

Si )::( 321 pppP   y )::( 321 qqqQ  , y se cumple 321321 qqqppp  , el punto 

impropio de la recta PQ  es )::( 332211 qpqpqp   

 

Demostración. Es un punto impropio:  

0)( 321321332211  qqqpppqpqpqp  

Y pertenece a ambas rectas: 
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qpp
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Ejemplo: Los puntos impropios de los lados AB, BC y AC del triángulo de referencia 

ABC  son, respectivamente, )0:1:1(  , )1:1:0(   y )1:0:1(  . 

 

19.6.3 Definición. Rectas paralelas en el plano proyectivo. 

Diremos que dos rectas del plano proyectivo serán paralelas cuando coincidan sus 

puntos impropios respectivos. Es decir, en el plano proyectivo no existe paralelismo en 

el sentido de 1.3.18, puesto que dos rectas diferentes siempre serán concurrentes en un 

punto, y diremos que dos rectas son paralelas cuando se corten en el infinito, es decir, 

cuando su punto de concurrencia esté en la recta del infinito. 

 

Problema propuesto: 6.18. 

 



19.6.4 Proposición. Ecuación de la recta paralela a una dada. 

La recta que pasa por el punto )::( 321 pppP   y es paralela a la recta 0 rzqypx  

tiene como ecuación  

  0321 

 qpprrq

ppp

zyx

 

 

Demostración. Es la recta que pasa por P y el punto impropio de la recta. 

 

19.6.5 Ejemplos. 

La recta paralela a BC que pasa por )::( 321 pppP   tiene como ecuación 

0)()()(

1

1

0

0 1321132

3

2

1

 zypxpppzpyppx

pz

py

px

 

 

De la misma forma comprobamos que la paralela por P a AC es 

0)()( 213  zxpypp , y la paralela por P a AB es 0)()( 321  yxpzpp . 

 



19.7 Perpendicularidad mediante el ortocentro. 
 

19.7.1 Lema. Rectas perpendiculares a los lados del triángulo de referencia. 

Los puntos impropios de las rectas perpendiculares a los lados AB, BC y AC del 

triángulo de referencia son, respectivamente: 

 

 2:: cSS AB  ,  BC SSa ::2   y  AC SbS :: 2  

 

Demostración. El circuncentro O del triángulo de referencia ABC  tiene por 

coordenadas baricéntricas 

 CBA ScSbSaO 222 ::     (ver 19.4.5b) 

 

Mediatriz por AB: 

La mediatriz por AB será la recta que pasa por el circuncentro y el punto medio del lado 

AB: 

 zSbSayScxSc

z
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y
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x
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222222
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0

110101
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Puesto que CBABA SSSSbSa )(22  , simplificamos para llegar a 

zSSyScxSc BACC )(0 22   

zabycxc )(0 2222   

)()(0 222 yxczba   

 

El punto impropio de esta mediatriz será: 

     2222222222 ::2:2:2:: cSScSScccbabac ABAB   

 

Con un razonamiento similar obtenemos la mediatriz por AC:  

  )(0 222 xzbyac   

cuyo punto impropio será:  AC SbS :: 2  

 

Y la mediatriz por BC:   )(0 222 zyaxcb   



19.7.2 Proposición. Pedales y triángulo pedal en coordenadas baricéntricas. 

Dado un punto )::( 321 pppP   en coordenadas baricéntricas respecto de un triángulo 

de referencia ABC , la recta perpendicular al lado AB del triángulo tiene como 

ecuación  
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Cuyo punto de corte con el lado AB será el punto  
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De la misma manera determinamos los puntos de corte entre cada uno de los otros dos 

lados y la perpendicular por P por ese mismo lado, obteniendo los llamados "pedales de 

P", definidos en 3.6.7: 

 

 13

2

12

2 ::0 pSpapSpaP BCA   

 23

2

21

2 :0: pSpbpSpbP ACB   

 0:: 32

2
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19.7.3 Definición. Coordenadas del triángulo órtico. 

El triángulo órtico se definió en 11.3.3 como el triángulo pedal del ortocentro. Sus 

coordenadas son: 

 

 

 

 BCA SSH ::0  

 

 ACB SSH :0:   

 

 0:: ABC SSH 

 

Demostración. El ortocentro es  ABACBC SSSH :: , luego su vértice HA  será: 

   
   BCBCABBCAC

BCBABBCCACBCA

SSSSaSSSaS

SSSaSSSapSpapSpaH

::0)(:)(:0

::0::0

22

22

13

2

12

2




 

Y de la misma forma  ACB SSH :0:  y   0:: ABC SSH   

 

19.7.4 Ejercicio. 

El triángulo pedal del circuncentro es el triángulo medial. 

 

 
 

Demostración. Se puede deducir de la propia construcción de ambos triángulos, o 

determinando las coordenadas de AP , BP  y CP : 

 CBA ScSbSaP 222 :: , luego  

 
   
  A

ABABACACABCACB

ABCACBA

MSS

SSSSSSSSSSSSScSSSb

SaSScaSaSSbaP







)1:1:0(::0

::0::0

::0

22

2222

222222

 

Y de la misma forma BB MP   y CC MP  . 



19.7.5 Proposición. El punto impropio de las rectas perpendiculares a una dada. 

Todas las rectas perpendiculares a una recta dada  

 

0 rzqypx  

 

serán paralelas entre ellas, por lo tanto, compartirán un mismo punto impropio, que será 

 

 BAACCB SgSfSfShShSg  ::  

 

donde )::()::( qpprrqhgf   es el punto impropio de la recta l . 

 

Nota. Este método fue descubierto por Floor van Lamoen. 

 

Demostración. Para determinar este punto impropio bastará con determinarlo en una 

perpendicular en particular, y nosotros lo haremos con aquella que pasa por el vértice A 

del triángulo ABC  de referencia, a la que llamaremos s. 

 

 
 

Sea Z el punto de corte de l  con el lado AB:  0:: pqZ   

Sea Y el punto de corte de l  con el lado AC: ):0:( prY   

 

Las rectas perpendiculares al lado AC tendrán como punto impropio el mismo que el de 

su mediatriz:  AC SbS :: 2  (ver 19.7.1), luego la perpendicular a AC por Z será la recta 
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De la misma manera, la recta perpendicular a AB por Y será: 

 

zrSypSrcxpS

zrSypSrcxpS

cSS

pr

zyx

ABA

ABA

AB









)(0

00

2

2

2  

 



El punto O de intersección de ambas rectas es el ortocentro del triángulo AZY , y por 

lo tanto, la perpendicular s que buscamos será la recta que pase por A y por O. 

 
 

Calculamos las coordenadas del punto O (*** significa que no importa su contenido) 

 
 





























22

22

2

2

2

2

::***

::***

1

1
:

1

1
:***

0

rcqSpSqbpSrS

qSpSrcpSqbrS

pSrc

qS

rS

pSqb
pS

rSpSrcpS

pSqbqSpS

zyx

ABCA

ABCA

B

A

A

C

A

ABA

CAA

 

 BACA SrpSrqSqpSqr )()(:)()(:***   

CACACACA SqpSqrSSqpSrSqbpSrS )()()(2   

BABAABAB SrpSrqSSrqSpSrcqSpS )()()(2   

 

La recta AO  será pues: 

   

    *)()()()(

)()()()(

)()()()(***

0010











zSrqSqpySprSrq

zSqpSqrySrpSrq

SrpSrqSqpSqr

zyx

ACBA

CABA

BACA

 

 

Sea qphprgrqf  ,, , es decir, )::( hgfP   es el punto impropio de la 

recta l . Entonces podemos escribir la ecuación de la recta perpendicular por A como: 

   zSfShySgSf ACBA 0  

 

Y su punto impropio es: 

     BAACACBA SgSfSfShSfShSgSf ::  

 BAACCB SgSfSfShShSg  ::  

 
Ejercicios propuestos: 3.2, 3.4. 

 

 



19.8 Relaciones métricas con coordenadas baricéntricas. 
 

19.8.1 Definición. Vector de desplazamiento. 

Dados dos puntos en coordenadas baricéntricas ),,( 321 pppP   y ),,( 321 qqqQ  , 

definimos el vector de desplazamiento PQ  por  

)::( 332211 qpqpqpQPPQ   

 

Observamos que se trata de un punto impropio:  

011)()()( 332211  qpqpqp  

 

 

19.8.2 Proposición. Producto escalar de dos vectores de desplazamiento. 

Si ),,( 321 vvvv 


 y ),,( 321 wwww 


 son dos vectores de desplazamiento, entonces 

a)  332211 wvSwvSwvSwv CBA 


 

 

O equivalentemente:  

b)        2112

2

1331

2

3223

2

2

1
wvwvcwvwvbwvwvawv 





 

 

Demostración. Puesto que v


 es un vector de desplazamiento, tenemos que 

0321  vvv , luego 

ACvABvACvABvAvCvAvBv

CvBvAvvCvBvAvv

32323322

3232321

)()(

)(






 

Y de la misma forma ACwABwwCwBwAwwwwww 32321321 ),,( 


 

Por lo tanto: 

   
   

  ACACwvACABwvwvABABwv

ACwACvABwACvACwABvABwABv

ACwABwACvACwABwABv

ACwABwACvABvwv









33233222

33233222

323322

3232



 

Por otro lado, 

 2
2

cABABAB  , 2
2

bACACAC   y ASAbcACAB  cos  (19.4.2c) 

Luego 

   2

332332

2

22 cos bwvAabwvwvcwvwv


 

     

 

CBA

CBA

CAAABA

CAABA

SwvSwvwvS

SwvSwvwvwvwvwvS

SwvSwvSwvSwvSwvSwv

SSwvSwvwvSSwv

332211

332233233222

333323322222

33233222









 

En donde hemos utilizado que 

1111323233233222 ))(())(( wvwvwwvvwvwvwvwv   

Demostremos ahora la segunda fórmula equivalente: 



 

     

     

      221133

2

331122

2

332211

2

332211

2

223311

2

113322

2

33

2

33

2

33

2

22

2

22

2

22

2

11

2

11

2

11

2

33

222

22

222

11

222

332211

)1(

22

wvwvwvcwvwvwvbwvwvwva

wvwvwvcwvwvwvbwvwvwva

wvcwvbwvawvbwvcwvawvawvcwvb

wvcbawvbcawvacb

wvSwvSwvSwv CBA












 

Teniendo en cuenta que son vectores de desplazamiento, 0321  vvv  y 

0321  www , y por tanto: 

2332332233233222

33223232332211 ))((

wvwvwvwvwvwvwvwv

wvwvwwvvwvwvwv




 

y de la misma forma 1331331122 wvwvwvwvwv   y 1221221133 wvwvwvwvwv   

con lo que llegamos a la segunda fórmula equivalente. 

 

19.8.3 Corolario. 

a) Si ),,( 321 vvvv 


 es un vector de desplazamiento, entonces 

2

3

2

2

2

1

2
vSvSvSv CBA 


 

O equivalentemente:   

21

2

31

2

32

22
vvcvvbvvav 


 

 

b) Si ),,( 321 vvvv 


 y ),,( 321 wwww 


 son dos vectores de desplazamiento y   el 

ángulo que determinan, entonces 

2

3

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1

332211cos
wSwSwSvSvSvS

wvSwvSwvS

wv

wv

CBACBA

CBA







 



  

 

c) La distancia entre dos puntos dados en coordenadas baricéntricas ),,( 321 pppP   y 

),,( 321 qqqQ  , viene dada por la fórmula: 

2

33

2

22

2

11 )()()(),( pqSpqSpqSPQQPd CBA   

 

d) Dos vectores de desplazamiento  ),,( 321 vvvv 


 y ),,( 321 wwww 


 serán 

perpendiculares si y sólo si  

3322110 wvSwvSwvSwv CBA 


 

 

O equivalentemente: 

      02112

2

1331

2

3223

2  wvwvcwvwvbwvwva  

Demostración. 

a) 
2

3

2

2

2

1332211

2
vSvSvSvvSvvSvvSvvv CBACBA 


 

      

       21

2

31

2

32

2

12

2

31

2

23

2

2112

2

1331

2

3223

22

222
2

1

2

1

vvcvvbvvavvcvvbvva

vvvvcvvvvbvvvvavvv












 

b) Basta con sustituir las expresiones implicadas. 



c) CpBpApPpppP


321321 ),,(   

CqBqAqQqqqQ


321321 ),,(   

Y entonces  

     CpqBpqApq

CpBpApCqBqAqPQPQ




332211

321321




 

es un vector de desplazamiento, con lo que podemos aplicar 19.8.3a: 

2

33

2

22

2

11 )()()(),( pqSpqSpqSPQQPd CBA   

d) Basta aplicar 0 wvwv


 

 

Problemas propuestos: 3.5, 4.48. 

 

19.8.4 Proposición. Rectas perpendiculares. 

Dos rectas 0321  zpypxp  y 0321  zqyqxq  serán perpendiculares si y sólo si  

))(())(())((0 212113133232 qqppSqqppSqqppS CBA   

 

Demostración. Los puntos impropios ),,( 211332 pppppp   y 

),,( 211332 qqqqqq   se pueden entender como vectores de desplazamiento paralelos 

a cada una de las rectas, con lo que basta aplicar 19.8.3d. 

 

19.8.5 Ejemplos. 

a) El vector de desplazamiento ),,( 111 zyxPQ   será perpendicular al lado BC del 

triángulo de referencia si y sólo si 

)()(0 22

111

2 bcxyza   

 

b) La mediatriz del lado BC del triángulo de referencia tiene por ecuación 

)()(0 222 bcxyza   

 

Demostración. a) Basta aplicar la igualdad de 19.5.3: 

)()()10()0)1(())1(1(0 22

111

2

11

2

11

2

11

2 bcxyzaxyczxbyza   

b) Sea ),,( zyxP   un punto de la mediatriz. Sea )2/1,2/1,0(D  el punto medio del 

lado BC. El vector de desplazamiento será )2/1,2/1,(  zyxPD  y por lo tanto se 

cumplirá )()()()2/12/1(0 222222 bcxyzabcxyza  , tal y como 

queríamos ver. 

  

Ejercicio propuesto: 3.26. 



19.9 Circunferencias. 
 

19.9.1 Lema. 

Dado un punto ),,( zyxP  , se cumple: 

222
2

)1( zSySxSAP CBA   

222
2

)1( zSySxSBP CBA   

222
2

)1(  zSySxSCP CBA  

 

Demostración. Basta sustituir las coordenadas de los puntos A, B y C en la fórmula de 

19.8.3c. 

 

19.9.2 Lema.  

Si ),,( zyxP   y Q es cualquier punto del plano,  

xycxzbyzaQCzQByQAxQP 222
2222

  

 

Demostración. CzByAxPzyxP  ),,(  

Luego 

 

   

yzaxzbxycCzByAx

yzaxzbxya

CzCzByByAxAxCzByAx

yzaxzbxyaCzzByyAxxCzByAx

yzaxzbxycCyxzBzxyAzyxCzByAx

yzaCyzByzxzbCxzAxzxycBxyAxy

CzByAx

aCByzbCAxzcBAxyCzByAx

CByzCAxzBAxyCzByAx

CzByAxCzByAxPP

222
222

222

2
2

22
2

22
2

22
2

2
2

2
2

222
2222

2
2

2
2

2

222
2222

2
2

2
2

2

2
22

2
22

2
22

2
2

2
2

2
2

2
22

2
22

2
222

2
2

2
2

2

2
2

2
2

2
2

22

)1()1()1(

)()()(

)(2)(2)(2

222





















 

 

Por lo tanto, si Q es un punto cualquiera del plano, 

xycxzbyzaQCzQByQAxQP 222
2222

  

 



19.9.3 Proposición. Coordenadas baricéntricas y la ecuación de una circunferencia.  

Definimos las coordenadas baricéntricas de la circunferencia   respecto del triángulo 

de referencia ABC  por 

),(  Ap  , ),(  Bp  , ),(  Cp  

 

Y la ecuación de la circunferencia será: 

 

0))(( 222  yxczxbzyazyxzyx   

 

Es decir, los coeficientes  ,   y   son las potencias de los vértices A, B y C, respecto 

de la circunferencia.  

 

Demostración. Si P es un punto con coordenadas baricéntricas absolutas ),,( zyxP  , 

aplicando el lema 19.9.2: 

xycxzbyzazyx

xycxzbyzarSCzrSByrSAx

rzyxxycxzbyzaSCzSBySAx

rxycxzbyzaSCzSBySAxrSPPp

222

2222
2

2
2

2
2

2222
222

2222
222

22

)(

),(








 





 





 









 

Luego: 00),( 222  xycxzbyzazyxPpP   

 

Sea ahora Q un punto dado en coordenadas baricéntricas homogéneas: )::( zyxQ  . 

Entonces 











zyx

z

zyx

y

zyx

x
P ,,  es ese mismo punto en coordenadas 

baricéntricas absolutas, y  

 

 

0))((

0))((
)(

1

0)()()(
)(

1

0
)()()(

0),(

222

222

2

222

2

2

2

2

2

2

2































yxczxbzyazyxzyx

xycxzbyzazyxzyx
zyx

xycxzbyzazyxzzyxyzyxx
zyx

zyx

yx
c

zyx

zx
b

zyx

zy
a

zyx

z

zyx

y

zyx

x
PpPQ









 

 

19.9.4 Ejemplo. Ecuación baricéntrica de la circunferencia circunscrita. 

La circunferencia circunscrita del triángulo de referencia ABC  tiene por ecuación 

baricéntrica 

0222  xycxzbyza  

 

Demostración. Basta sustituir la ecuación general de 19.9.3 en los puntos A, B y C: 

En )0,0,1(A : 00)001)(001(000 222  cba  

En )0,1,0(B : 00)010)(010(000 222  cba  



En )1,0,0(C : 00)100)(100(000 222  cba  

 

También llegamos al mismo resultado teniendo en cuenta que 0),(   Ap  pues el 

punto A pertenece a la circunferencia, y de la misma forma 0 . 

 

Ejercicio propuesto: 3.18. 

 

19.9.5 Ejemplo. Ecuación baricéntrica de la circunferencia inscrita. 

La circunferencia inscrita del triángulo de referencia ABC  tiene por ecuación 

baricéntrica 

  0)()()()( 222222  zyxzcsybsxasxycxzbyza  

 

Demostración. Ejercicio 3.13. 

 

19.9.6 Ejemplo. La circunferencia de los nueve puntos. 
Los puntos medios MA, MB y MC de un triángulo, los pies HA, HB y HC de las alturas, y 

los puntos medios A', B' y C' entre cada vértice y el ortocentro H pasan por una misma 

circunferencia, llamada "circunferencia de Euler" o "la circunferencia de los nueve 

puntos". Su ecuación es: 

 

  0)(
2

1222  zyxzSySxSxyczxbyza CBA  

 

 
 

Su centro está catalogado como X5 en ETC. 

 

Demostración. Problema 3.14. 

 

Nota: En el Problema 4.7 se demuestra, sin utilizar coordenadas baricéntricas, que los 

puntos medios A’,B’ y C’ pertenecen a la circunferencia circunscrita. 

 

Nota histórica: Esta circunferencia fue descubierta por Jean-Victor Poncelet (1788-

1867) y Charles-Julien Brianchon (1783-1864) en 1821. 

 

Problema propuesto: En el problema 5.20 encontramos una aparición interesante de la 

circunferencia de los nueve puntos. 



19.9.7 Proposición. Ecuación de la circunferencia dado su centro y su radio. 

Las coordenadas ),,(   de una circunferencia de centro ),,( 321 qqqQ   y radio r son: 

 
22

3

2

2

2

1

22
)1(),( rqSqSqSrQAAp CBA    

22

3

2

2

2

1

22
)1(),( rqSqSqSrQBBp CBA    

22

3

2

2

2

1

22
)1(),( rqSqSqSrQCBp CBA    

 

Demostración. Basta aplicar el Lema 19.9.1. 

 

19.9.8 Proposición. Centro y radio en función de sus coordenadas. 

Las coordenadas del centro ),,( 321 qqqQ   de una circunferencia de coordenadas 

baricéntricas   ,,  son: 

)()(2

1   CBA SSSaq  

)()(2

2   ACB SSSbq  

)()(2

3   BAC SSScq  

 

O bien: 

ABC SaSSaq 22

1    

BAC SbSbSq 22

2    

CAB SccSSq 22

3    

 

Demostración. 

 



19.10 Rectas tangentes. 
 

19.10.1 Proposición. Ecuación de la recta tangente a una circunferencia. 

Sea una circunferencia con ecuación 

0))((222  zyxzwyvxuxyczxbyza  

 

y sea )::( 321 pppP   un punto que pertenece a la misma. 

 

Entonces la recta que pasa por P tangente a la circunferencia tiene por ecuación 

 

0))((

))(()()()(

321

32121

2

13

2

32

2





pwpvpuzyx

zwyvxupppxpypczpxpbypzpa
 

 
 

Demostración. Sea )::( 332211 vpvpvpQ    la parametrización de la recta que 

pasa por el punto P, donde )::( 321 vvv  es un vector de desplazamiento, es decir, 

0321  vvv . 

 

Sustituimos Q en la ecuación de la circunferencia  

0))((222  zyxzwyvxuxyczxbyza  

 

0)))(()()((

))(())(())((

332211332211

2211

2

1133

2

3322

2





vpvpvpvpwvpvvpu

vpvpcvpvpbvpvpa




 

 

  

  32

2

31

2

21

2

1221

2

3113

2

3223

2

21

2

31

2

32

2

32

2

31

2

21

2

31

2

32

2

23

2

21

2

13

2

12

2

21

2

31

2

32

2

2211

2

1133

2

3322

2

)()()(

))(())(())((

vvavvbvvcvpvpcvpvpbvpvpa

ppcppbppa

vvavvbvvcvpbvpavpavpcvpbvpc

ppcppbppa

vpvpcvpvpbvpvpa

















 

 

  

    

))(())((

)(

)()(

)))(()()((

321321

2

321321

321321321321

321321321321

332211332211

wvvvuvvvvwpvpupvvv

wvvvuvpppwpvpupppp

wvvvuvwpvpupvvvppp

vpvpvpvpwvpvvpu

















 

 

 



Teniendo en cuenta que 0321  vvv  la expresión anterior se reduce a  

    

))((

)(

321321

2

321321321321

wvvvuvvvv

wvvvuvpppwpvpupppp








 

 

Puesto que P pertenece a la circunferencia sus coordenadas satisfarán su ecuación 

asociada: 

   032132121

2

31

2

32

2  wpvpuppppppcppbppa  

 

Y nos queda la ecuación  

  
 

 

0))())(((

))(

)()()((

))(()(

)()()(

32

2

31

2

21

2

321321

2

321321

1221

2

3113

2

3223

2

321321

2

321321

32

2

31

2

21

2

1221

2

3113

2

3223

2











vvavvbvvcwvvvuvvvv

wvvvuvppp

vpvpcvpvpbvpvpa

wvvvuvvvvwvvvuvppp

vvavvbvvcvpvpcvpvpbvpvpa









 

 

La recta es tangente a la circunferencia y por lo tanto sólo puede cortarla en el punto P, 

es decir, la ecuación anterior es una ecuación de segundo grado en   de la forma 

02   BA que sólo puede tener solución 0 , luego 0A , es decir: 

  0)()()()( 3213211221

2

3113

2

3223

2  wvvvuvpppvpvpcvpvpbvpvpa  

 

Volvamos ahora a la expresión del enunciado: 

 

(*))))(((

))()()()((

))()((

))()(())()((

))(())((

)()()(

321321321

332211321

112221

2

331113

2

223332

2

321321

21

2

13

2

32

2













pwpvpuvvvppp

vpwvpvvpuppp

vppvppc

vppvppbvppvppa

pwpvpuzyxzwyvxuppp

xpypczpxpbypzpa








 

 

Por un lado, 

 )()())(222

))(2(

))(2())(2(

)(

)()(

))()((

))()(())()((

2112

2

1331

2

3232

2

21

2

31

2

32

2

211221

2

133131

2

323232

2

21211221

2

13313131

2

32323232

2

112221

2

331113

2

223332

2

pvpvcpvpvbpvvpappcppbppa

pvpvppc

pvpvppbpvvpppa

pvpppvppc

pvpppvppbpvppvpppa

vppvppc

vppvppbvppvppa





























 

 

Por otro lado, 



 
 

))(())((2

)()(2)(

)()(

))((

))(()((

))(0(

))()()()((

321321321321

321321321

321321321321

321321

321321321

321321

332211321

pppwvvvuvpppwpvpup

wvvvuvwpvpupppp

pwpvpuwvvvuvwpvpupppp

pwpvpuppp

wvvvuvwpvpupppp

pwpvpuppp

vpwvpvvpuppp



























 

 

 

 
 

0002

))(()()())(

))((222

))(())((2

)()())(

222(*)

3213212112

2

1331

2

3232

2

32132121

2

31

2

32

2

321321321321

2112

2

1331

2

3232

2

21

2

31

2

32

2





















pppwvvvuvpvpvcpvpvbpvvpa

pppwpvpupppcppbppa

pppwvvvuvpppwpvpup

pvpvcpvpvbpvvpa

ppcppbppa

 

En donde hemos tenido en cuenta que el punto P pertenece a la circunferencia y la 

igualdad deducida anteriormente. 

 

19.10.2 Ejemplo. Ecuación de la recta tangente a la circunferencia circunscrita. 

La recta tangente a la circunferencia circunscrita del triángulo de referencia por el 

vértice )0,0,1(A  tiene por ecuación: 

yczb 220   

 

Las otras dos rectas tangentes son 022  zaxc  y 022  yaxb . 

 

Demostración. Basta sustituir 0 wvu  y 11 p , 032  pp en la ecuación de 

19.9.4: 

yczbzyx

xyczxbyza

22

222

)0)((

)0)(001()01()10()00(0




 



19.11 Giro de rectas. 
 

19.11.1 Proposición. Ángulo entre dos rectas.  

El ángulo orientado  ,  0 , entre dos rectas 

 

0: 321  zpypxpp   y  0: 321  zqyqxqq  

 

viene dado por la fórmula 

 

321

321

212113133232

111

))(())(())((
cot

qqq

ppp

qqppSqqppSqqppS
SS CBA 

   

 

 

Demostración. 

 

19.11.2 Corolario. 

El ángulo orientado  ,  0 , entre las rectas 0: 321  zpypxpp   y la recta q 

con punto impropio )::( wvu   

 

viene dado por la fórmula 

 

321

211332 )()()(
cot

pwpvpu

ppwSppvSppuS
SS CBA




   

 

Demostración. Si la recta q viene dada por la ecuación 0: 321  zqyqxqq , su punto 

impropio es )::()::( 211332 qqqqqqwvu  , y basta con sustituir en la fórmula de 

19.11.1: 

 

)()()(

))(())(())((

211332

212113133232

ppwSppvSppuS

qqppSqqppSqqppS

CBA

CBA




 

 

)0(

)()()(

10011111111

321

32132213221

3221

3

33221

33221

33221

321

321


















wvuwpvpup

wppwuupwpwpupupppwppu

uw

pppp

quw

ppppp

qqqqq

ppppp

qqq

ppp

 

 



19.11.3 Ejemplo. Ángulos orientados entre una recta y los lados del triángulo de 

referencia. 

Los ángulos orientados que determina una recta general 0: 321  zpypxpp  con los 

lados AB, BC y AC del triángulo ABC  de referencia son, respectivamente: 

 

Con la recta BC: 
)(

)()(
cot

32

1231

ppS

ppSppS CB
A




  

Con la recta AC: 
)(

)()(
cot

13

2312

ppS

ppSppS AC
B




  

Con la recta AB: 
)(

)()(
cot

21

3123

ppS

ppSppS BA
C




  

 

 
 

Demostración. 

)0:1:1(0:  impropioPuntozAB  

)(

)()(
cot

)()()()(

)()()()(
cot

21

3123

21

3123

12

1332

12

3213

21

1332

ppS

ppSppS

pp

ppSppS

pp

ppSppS

pp

ppSppS

pp

ppSppS
S

BA
C

BABA

ABBA
C































 

 

Y de la misma forma se demuestran las otras dos fórmulas. 

 

Problemas propuestos: 3.15, 5.19. 

 



19.11.4 Proposición. Determinación de una recta conocido el ángulo. 

Las coordenadas del punto impropio de una recta sabiendo que forma un ángulo 

orientado   con la recta dada 0321  zpypxp  son: 

 

























)()(

:)()(

:)()(

21

2

3

13

2

2

32

2

1

AB

CA

BC

SSpSSpcp

SSpSSpbp

SSpSSpap







 

 

Demostración. Dada la recta 0321  zpypxp  y el ángulo orientado  , sabemos por 

19.11.2 que si )::( wvu  es el punto impropio de nuestra recta, se cumple  

      0)()()(

)()()()(

)()()(

321213132

211332321

321

211332











wSpppSvSpppSuSpppSu

ppwSppvSppuSpwpvpuS

pwpvpu

ppwSppvSppuS
S

CBA

CBA

CBA







 

y además, 0 wvu  

 

En general, un sistema del tipo 








0

0

CwBvAu

wvu
 tiene por solución 

)::()::( ABCABCwvu   

 

Luego  

   

321

2

321

213321

213321

213321

)()(

)()()(

)()(

)()(

pSSpSSpa

pSSpSSpSS

SppSpSSppSpS

SpppSSpppS

SpppSSpppSBCu

BC

BCBC

BBCC

BC

BC





















 

 

Y con las otras dos coordenadas el razonamiento es similar. 

 

19.11.5 Corolario. 

Las fórmulas de 19.11.2 y 19.11.4 nos proporcionan de un método para obtener la 

ecuación de una recta que pasa por un punto P y determina respecto de una recta r el 

ángulo que determinan dos rectas dadas p y q: 

 

1. Calcularemos S , (cotangente del ángulo entre p y q) con la fórmula del apartado a. 

2. Calcularemos el punto impropio de la recta t con la fórmula del apartado b. 

3. Determinaremos la recta t que pasa por P y dicho punto impropio mediante  

 

 



19.12 Rectas simedianas. El punto simediano. 
 

19.12.1 Proposición. Recta simediana. 

Ya vimos en 15.4.1 que, dado un triángulo ABC , la simediana por A es la recta 

simétrica de la mediana respecto de la bisectriz en el vértice A. 

 
 

Luego el ángulo orientado de la simediana con el lado AC será igual al ángulo de la 

mediana con el lado AB, cambiado de signo. 

El baricentro tiene coordenadas )1:1:1(  (ver 19.1.7), luego la mediana por A tiene por 

ecuación 0 zy . El ángulo entre la mediana y el lado AB será, aplicando 19.11.3: 

BA
BABA SSSS

S

SS

S

SS






 2cot

2)1()11(
cot    

Luego tenemos  BA SSS  2 .  

La recta AC tiene por ecuación 0y , luego el punto impropio de la simediana será 

(19.11.4): 

 

 

 

Y por lo tanto, la simediana por el vértice A tendrá por ecuación: 

zbyczbyc

z
baS

y
caS

x
cb

cbaS

zyx

AA

A

2222

222222

222

0

2

01

2

0100

2

0010














 

Con razonamientos similares se llega a los puntos impropios y las ecuaciones de las 

otras dos simedianas: 

 222 :2: cbSa B   , 022  zaxc  

 222 2:: cSba C   , 022  xbza  

 

Observación: Los pies de las simedianas son los puntos de coordenadas )::0( 22 cb , 

):0:( 22 ca  y )0::( 22 ba , con lo que las simedianas son las rectas por los vértices que 

dividen al lado opuesto en la razón de los cuadrados de las longitudes de los lados 

adyacentes. 

 

Ejercicio propuesto: 3.16. 

   
   2222

22

::2::)(2

2::2)(::

cbaSSSbSSS

SSSbSSSSSbSS

ABACBA

ABACBAAC



 



19.12.2 Proposición. El punto simediano de un triángulo. 

Las tres simedianas concurren en un punto llamado simediano )::( 222 cbaK  , 

también  conocido como punto de Lemoine. 

 

 
 

 

Demostración. Está claro que el punto )::( 222 cbaK   satisface las tres ecuaciones 

asociadas a las simedianas que hemos obtenido en el apartado anterior. 

 

Nota histórica. Emile Michel Hyacinthe Lemoine (1840-1912) expuso propiedades 

del punto conocido hoy como simediano o punto de Lemoine, por primera vez en 1873 

(Nouvelles Annales de Mathématiques), luego en el Congreso de la Association 

scientifique pour l’avancement des Sciences, al que dio el nombre de ”centro de 

medianas antiparalelas”. Posteriormente, en 1884, M. Neuberg en Memoire sur le 

tétraèdre (donde hace una generalización al tetraedro) le llamó ”punto de Lemoine”. No 

obstante, este punto fue tratado en 1809 por LHuilier y en 1847 por Grebe, es por lo que 

se conoce como ”punto de Grebe”, en Alemania. En 1883, M. d’Ocagne introduce el 

término ”simediana” para la recta obtenida como reflexión de una mediana de un 

triángulo respecto a la correspondiente bisectriz (es decir, la mediana antiparalela de 

Lemoine). Es Robert Tucker quién introduce el nombre de ”simediano”, para el punto 

de concurrencia de las medianas. 

 
(Extraído de "Geometría métrica y proyectiva en el plano con coordenadas baricéntricas. Algunos 

tópicos" de  Angel Montesdeoca) 

 



19.13 Conjugados isogonales. 

 
19.13.1 Teorema. Conjugado isogonal. Transformación isogonal. 

Dado un punto P, las rectas simétricas de sus cevianas, respecto a las bisectrices, se 

cortan en un punto P*, denominado conjugado isogonal de P. Se dice que AP y AP* 

son rectas conjugadas isogonales respecto a AB y AC. 

 

La correspondencia que a un punto P le asocia su conjugado isogonal P* (definida en 

los puntos del plano, salvo en los lados del triángulo de referencia) se le conoce como 

transformación isogonal, que FGM llama inversión del Capitán Mathieu (1865). 

 











w

c

v

b

u

a
PwvuP

222

::*)::(  

  

 
 

Está claro que el conjugado isogonal de P* es P, y que el incentro es conjugado isogonal 

de sí mismo. El simediano es un ejemplo de conjugado isogonal pues es el conjugado 

isogonal del baricentro. 

 

Demostración. Sea )::( wvuP   un punto cualquiera que no pertenezca a los lados del 

triángulo de referencia. 

 

 
 

La recta AP es: vzwyvzwy

wvu

zyx

 00010  



 

Mediante 19.11.3 determinamos el ángulo   entre AP y AB: 

w

vSwvS

w

vSwvS

pp

ppSppS
S BABABA 












)()0()()()(

21

3123
  

 

La recta AP* determinará un ángulo de  SS   respecto de la recta AC, de ecuación 

0y , luego aplicando 19.11.4 con 031  pp  y 12 p , su punto impropio será: 

   

 
 2222

2

2
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)(::))((

)(
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vcwbwbvc

wSvSwvSwbwSvSwvS

S
w

vSwvS
bS

w
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ABACBA

A
BA
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La recta AP* será: 

00010 2222

2222





 wzbvycwzbyvc

vcwbwbvc

zyx

 

 

Con un razonamiento similar deducimos las ecuaciones de las otras dos cevianas de P*: 

022  wzauxc , 022  vyauxb  

  

Que se cortan en el punto   









w

c

v

b

u

a
uvcwubvwaP

222
222 ::::*  

 

19.13.2 Ejercicio. 

El ortocentro es el conjugado isogonal del circuncentro 

 

Demostración. 

 

  OSSS

SSSSc

c

Sb

b
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a
CScSbSaC
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CBACBA
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19.14 Los puntos de Brocard con coordenadas baricéntricas. 
 

19.14.1 Proposición. Coordenadas baricéntricas de los Puntos de Brocard  

 

Recordemos (ver 11.8) que el Primer punto de Brocard es aquel que satisface 

QBCQCAQAB   

 
 

Sea 0 rzqy  una recta genérica que pasa por A. El ángulo que determina con el lado 

AB es (19.11.3) 

q

rSSrq
S

qS

rSSrq

qS

rSqrS BABABA 










)()(

)(

)()(
cot   

 

Luego aplicando 19.11.4, la recta BQ, que tiene este mismo ángulo   respecto de BC, 

tendrá como punto impropio: 

 BC SSSSa   :)(:2  

 

Y por lo tanto su ecuación será: 

zaxSS

z
SSa

x
SSSS

SSSSa

zyx

B
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Puesto que 

q
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q

rcSSq
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q
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rSSrq
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La ecuación de BQ es   qzaxrcqSSzax
q

rc
SS BABA

222
2

)(00 







  

 

De la misma forma, la recta CQ, que tiene este mismo ángulo respecto de AC, tendrá 

como punto impropio: 

 )(:: 2

AC SSbSS    

 



Y por lo tanto su ecuación será: 

ySSxbySSxb

y
SSSS

x
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SSbSS

zyx
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Simplificamos: 

q
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q
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q

rSSrqqS

q

rSSrq
SSS
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)()(
















 

 

 

Y por lo tanto, la ecuación de CQ es 

 ySSqrcqxby
q

rc
SSxb CAAC )(00 22

2
2 








  

 

Estas tres rectas son concurrentes si y sólo si su determinante se anula: 

  )()()(

)(
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0
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Teniendo en cuenta que ))(( abbaSS BA   y ))(( accaSS CA  , esta 

expresión se puede escribir como 

 

))(( 222222222 rcqrcqrbqraqbrcqa   

 

Tomando 2cq   y 2ar   se anula el primer factor y por lo tanto cumple la condición 

de concurrencia. Así pues: 

 

Recta AQ: 

022  zayc  

 

Recta BQ:  

   
    zaxbzaxaabzaxaabba

zaxaSSzcaxcacSS BABA

22222222

2222222

))((

)()(0




 

 

Recta CQ: 

022  ycxb  

 



Que concurren en el Primer punto de Brocard (tomando las rectas AQ y BQ): 
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De forma similar llegamos a las coordenadas del Segundo punto de Brocard: 

 











2222

1
:

1
:

1
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Claramente, el primer punto de Brocard y el segundo punto de Brocard son conjugados 

isogonales. 
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El ángulo de Brocard   queda determinado por: 
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Observación. Los puntos de Brocard no son centros de un triángulo del tipo de la ETC; 

sin embargo, puntos contenidos en la recta que ellos determinan, tales como su punto 

medio (X39) y su punto del infinito (X512) sí lo son. 



20 El plano complejo. 

 
20.1 El Plano complejo como plano cartesiano real. 
 

20.1.1 Definición. El conjunto de números complejos. 

Entendemos por "plano complejo" al plano cartesiano real 2IR  introducido en el Tema 

19 al que añadiremos (en 20.2.1) una nueva operación llamada "producto". 

Con esta nueva operación, el plano "geométrico" adquiere unas propiedades 

"numéricas" muy importantes, y por tanto cuando nos referimos a sus elementos 

hablamos indistintamente como "puntos" pero también como "números". Esto puede ser 

confuso, pero no debemos perder de vista que siempre son los mismos objetos: parejas 

),( yx  de números reales: 2IRC  . 

 

El conjunto de números reales se puede entender como un subconjunto de los números 

complejos mediante la inmersión canónica: 

)0,(

:

xx

CIR




 

 

Los números de la forma ),0( b  se llaman imaginarios puros. 

 

Como plano cartesiano tenemos definida una suma: 

 dcbazz
dcz

baz









,

),(

),(
21

2

1
 

Para la cual el elemento )0,0(0   es elemento neutro, 

 

Y un producto por escalares: 

 baz
IR

baz



,

),(









 

 

20.1.2 Observación. La notación doble: Mayúscula punto y minúscula número. 

El plano complejo está formado por puntos que son al mismo tiempo números, pero 

tradicionalmente se utilizan letras mayúsculas para los puntos y letras minúsculas para 

los números. Para evitar confusiones denotaremos un mismo elemento del plano 

complejo utilizaremos mayúsculas cuando estemos en un contexto geométrico y 

minúsculas en un contexto algebraico, es decir, que Z y z, A y a, B y b, C y c, etc... 

denotan siempre lo mismo. Por ejemplo, el punto medio C de A y B vendrá dado por 

2

ba
c


  

Aquí nos referimos al punto C (Punto medio: Contexto geométrico, mayúsculas) que es 

también el número c (Suma y división: Contexto numérico, minúsculas). 



20.1.3 Definición. Conjugado de un número complejo. 

Dado ),( baz  , se define su conjugado z  por 

),( baz   

 

Es decir, el conjugado es el simétrico respecto del eje real. 

 

20.1.4 Proposición. 

a) z  es real si y solo si zz  . 

b) z es imaginario puro si y solo si zz  . 

 

Demostración. 

a) Supongamos que z es real. Entonces zzz  )0,()0,(   

Sea ),( baz  , y supongamos que zz  . Entonces 

IRbbbbbaba  0),(),( . 

b) El razonamiento es similar. 

 

20.1.5 Proposición. Propiedades del conjugado. 

a) wzwz   

b) zz    

 

Demostración. 

a) 

wzwwzz

wzwzwzwzwzwzwz
www

zzz
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b)  

zzzzzzzz
IR

zzz
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20.2 Multiplicación y división de números complejos. 
 

20.2.1 Definición. Producto de números complejos. 

Definimos el producto de números complejos de la siguiente forma: 

 12212211

21

21
,

),(

),(
bababababa

bbb

aaa









 

 

El )0,1(1  es elemento neutro respecto del producto: 

  aaaaaaababaaa  ),(10,01)0,1(),,( 21212121  

 

Observación:  bababa  ,  , definidos en 18.4.1 y 18.5.1 

 

20.2.2 Proposición. Las raíces de –1. Notación binómica. 

Si )1,0(i  se cumple 12 i : 

1)0,1()1010,1100()1,0()1,0(2  iii  

por lo tanto i  es una raíz cuadrada de –1. 

 

Observamos que i  también es otra raíz cuadrada de –1: 

1)0,1()0)1()1(0),1()1(00()1,0)(1,0()( 2 i . 

 

Diremos que i  es la raíz cuadrada principal de –1. 

 

Con este nuevo elemento, todo número complejo se puede escribir de la forma: 

biaba ),(  

En efecto, biabiababa  1)1,0()0,1(),(  

 

Esta notación se llama notación binómica y es muy práctica para operar con 

complejos. Por ejemplo, para multiplicar complejos sólo tenemos que utilizar las 

propiedades asociativa y distributiva y recordar que 12 i . 

       

ibcadbdac

bdbciadiacbdibciadiacdicbidicadicbia

)(

2




 

 

20.2.4 Proposición. 
222),( zbazzbaz   

 

Demostración. 22222))(( baibabiabiabiabiazzbiaz   

 



20.2.5 Proposición. 

a) wzwz  . 

b) nn zz  . 

 

Demostración. 

a) 

 
   

      ),())()(),)(((),(,,,

),())(,(),(,,

bcadbdaccbdadbacdcbadcba

bcadbdacbcadbdacbcadbdacdcba




 

b) Basta aplicar reiterativamente el apartado a. 

 

20.2.6 Proposición. El inverso respecto a la división de un número complejo. 

El inverso de 0a  es 
2

a

a
. 

 

Demostración. Se deduce directamente de 20.2.4:  1
2

2


a

a
aaaa  

20.2.7 Corolario. División de números complejos. 

2
b

ba

b

a
  

 

En la práctica, multiplicaremos numerador y denominador por el conjugado del 

denominador. Por ejemplo: 

Queremos expresar 
i

i

52

31




 de la forma bia . Multiplicaremos numerador y 

denominador por i52 : 
  
  

i
i

ii

ii

i

i

29

11

29

13

52

1113

5252

5231

52

31
22















 

 



20.4 Notación polar y notación exponencial. 
 

20.4.1 Definición. La circunferencia unidad. 

La circunferencia unidad es aquella que tiene centro 0 y radio 1, es decir, la que está 

formada por todos los números complejos z tales que 1z . 

 1,)1,0(  zCzc  

 

Todo número complejo que pertenezca a la circunferencia unidad se puede escribir de 

forma única como 

 

   sincossin,cos iz   para cierto   ,  único 

 

Este número se denota también como ie . 

 

En particular, se deduce la llamada "fórmula de Euler": 01ie , que recoge en una 

bonita expresión los cinco números más importantes de las matemáticas. Efectivamente, 

por la definición anterior, 101sincos  iie i  . 

 

20.4.2 Proposición. Notación polar y notación exponencial. 

Todo número complejo 0z  se puede expresar de forma única como 

 
 ieiz  )sin(cos)sin,(cos  

 

para ciertos ),0(   y   ,  únicos. 

 

La expresión )sin(cos  i  se denomina notación polar o trigonométrica, y la 

expresión  ie  se denomina notación exponencial del número complejo z. 

 

El paso de notación polar o exponencial a notación binómica ibaz   se realiza 

mediante las siguientes fórmulas: 

 













sin

cos

b

a
 

 

Y el paso de notación binómica a notación polar o exponencial se realiza mediante las 

siguientes fórmulas: 

 

 

 

 

)(

22

zArg

baz








 



20.4.3 Proposición. 

Si 1

11

i
erz   y 2

22

i
erz  , entonces )(

2121
21  


i

errzz   

 

y por tanto 2121 rrzz   y )2()( 2121  módulozzArg   

 

20.4.4 Proposición. Raíces de la unidad. 

Se llama raíz enésima de la unidad a cualquiera de los números complejos que 

satisfacen la ecuación 1nz , con INn . 

 

Para cada n, las n diferentes raíces n-ésimas de la unidad son: 

 

 1,...,2,1,0,/2  nke nik  

 

Entre las raíces enésimas de la unidad siempre está el número 1, el número -1 solo está 

cuando n es par y los números i y –i cuando n es múltiplo de cuatro. Las raíces enésimas 

de la unidad no reales se presentan en pares de conjuntos. 

 

20.4.5 Proposición. Raíces segundas de la unidad. 

Las raíces segundas o cuadradas de la unidad son +1 y -1. 







 





2

31
,

2

31
,1 23/2 ii

e i    

 

20.4.6 Proposición. Raíces terceras de la unidad. 

Las raíces terceras o cúbicas de la unidad son 







 





2

31
,

2

31
,1 23/2 ii

e i    

 
 

Se cumple  2  ,  2  y 12   

 

Problema propuesto: 4.35. 

 



20.4.7 Proposición.  

a) )()()( wArgzArgwzArg   

b) )()( zArgnzArg n   

c) )()( wArgzArg
w

z
Arg 








 

 

(Siempre módulo 2 ) 

 

20.4.8 Corolario. 

a)  IR
w

z
wArgzArg )()(  

 

Demostración. 









 IR

w

z
wArgzArg

w
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ArgwArgzArg 0)()()()(  



20.5 Las transformaciones elementales del plano complejo. 
 

20.5.1 Proposición. Conjugación: Simetría respecto al eje X. 

Geométricamente, la conjugación corresponde a una simetría respecto del eje real: 

 

 
 

20.5.2 Proposición. Suma de complejos = Traslación. 

Sumar un nombre complejo equivale, desde un punto de vista geométrico, a una 

traslación. 

 

Ejemplo:  

 iwz
iw

iz
54

31

23









 

 
 

O, dicho de otra manera, la función 

wzz

CC






 

 

es una traslación de vector w. 

 

20.5.3 Proposición. Simetría central. 

La función 

zz   

Es la simetría central respecto al origen. 

 

Demostración. 

 



20.5.4 Multiplicación por un número real = homotecia. 

Multiplicar un número complejo por un número real equivale, desde un punto de vista 

geométrico, a una homotecia respecto del origen i00 .  

 

Ejemplo:  

iz
iz

693
3

23











 

 

 
 

 

Observaciones: El conjunto de las homotecias zzf )( , con IR  tiene estructura 

de grupo con respecto a la composición de funciones, y su elemento unidad es la 

homotecia de magnitud 1, es decir, la identidad.  

 

Las homotecias preservan las razones de las distancias y por tanto preservan todos los 

objetos que pueden definirse mediante las mismas, como los puntos medios, las 

medianas o el baricentro. 

 

20.5.5 Proposición. Rotación. 

Dado un ángulo  , la función 

zez i  

Es la rotación de ángulo   centrada en el origen y en el sentido antihorario. 

Por ejemplo, si 6/iez   y 4/iew  , 12/5iewz   

 
En particular, multiplicar por i  es equivalente a una rotación de 90º alrededor del origen 

y en el sentido contrario al del reloj, pues 2/iei  , y multiplicar por -1 equivale a una 

rotación de 180º alrededor del origen, es decir, una simetría central. 

 

Demostración. 

 

 

Problema propuesto: 4.46. 

 



20.5.6 Proposición. Semejanza espiral. 

Dado un número complejo 0b , la función 

wbz   

 

Es la composición de una rotación y de una homotecia alrededor del origen, y se 

denomina "semejanza espiral" alrededor del origen. 

 

Dados dos números complejos a y b, con 0b , la función  

aazbz  )(  

 

es una semejanza espiral alrededor del punto a. 

 

Demostración. Basta escribir el número b en forma exponencial:  ieb  . 

 

Ejemplo. 

Sean iz 23  i  º30sinº30cos25.1 iw  . 

 

 
 

      
  ii

iwz

iw

iiz

04.499.1º69.63sinº69.63cos51.4

º30º69.33sinº30º69.33cos1325.1

º30sinº30cos25.1

º69.33sinº69.33cos1323














 

 

 
 

Problema propuesto: 4.33. 

 

20.5.7 Proposición. Existencia i unicidad de las semejanzas espirales. 

Dados dos segmentos AB  y CD  que no formen un paralelogramo, existe una única 

semejanza espiral   que envía AB  a CD . 

 



Demostración. Sabemos que la función buscada será de la forma qqzpz  )()(  

para ciertos complejos p  y q . Nuestro problema se reduce a solucionar el sistema de 

dos ecuaciones y dos incógnitas 









dqqbpb

cqqapa

)()(

)()(




 

ba

dc
pbapqbqapqqbpqqapdc




 )()()()( , 

Que está bien definido pues ba  . 

cbda

bcad
q

dabcbadcqbcacbqaqdqdacqca

cbaqbaqadccqqa
ba

dc
cqqap














)(

)()())(()()(

 

Que está bien definido pues 0 cbda  puesto que AB  y CD  no son paralelos y  

congruentes (ABCD paralelogramo cbdacdabCDAB  0 ) 

Así pues, el sistema tiene solución y es única, es decir, existe una única semejanza 

espiral que envía AB  a CD . 

 

20.5.8 Proposición. Semejanza. 

Dados dos números complejos a y b, la función 

bzaz   

 

Es la composición de una semejanza espiral (esto es, una homotecia y una rotación)  

seguida de una traslación. 

 

20.5.9 Proposición. Simetría respecto de una recta. 

Dados dos números complejos a y b, la función 

ba

babazba
z



 )(
  

 

Es la simetría respeto de la recta AB . 

 

Demostración. 

 

20.5.10 Proposición. Proyección perpendicular sobre una recta. 

Dados dos números complejos a y b, la función 

)(2

)()(

ba

babazbazba
z




  

 

Es la proyección perpendicular sobre la recta AB . 

 

Demostración. Aplicamos 20.5.9 y tenemos en cuenta que la proyección perpendicular 

será el punto medio entre z y su simétrico respecto a la recta: 





























ba

zbababazba
z

ba

babazba
z

)()(

2

1)(

2

1
'  



20.5.11 Teorema. Inversión. 

La función 

z
z

1
  

 

es la inversión asociada a la circunferencia unidad:  1, zz . 

 

Demostración. Sabemos que 
2

1

z

z

z
 , luego z

zz

z

z
22

11
  

Que es un número que pertenece a la semirrecta OZ  y que cumple 

2

22
1

1
' r

z

zz
z

z
zOZOZ   

Luego cumple las condiciones impuestas para ser el inverso de z. 



20.6 Paralelismo, colinealidad, rectas. 

 
20.6.1 Proposición. Paralelismo. 

Dados cuatro puntos DCBA ,,, , con BA  y DC  , son equivalentes: 

a) CDAB // . 

b) IR
cd

ab





 

c) 
cd

cd

ab

ab









 

 

Demostración. )(// cdabCDAB    con IR  (ver 18.3.1) 

cd

cd

ab

ab

cd

ab

cd

ab

cd

ab
IR

cd

ab





































  

 

20.6.2 Proposición. Colinealidad. 

Dados tres puntos CBA ,, , con BA , son equivalentes: 

a) A, B y C están alineados. 

b) IR
ab

ac





 

c) 
ac

ac

ab

ab









 

 

Demostración. Por 18.1.4b, los puntos A, B y C están alineados si y solo si 

ab

ab

ac

ac

ab

ac

ab

ac

ab

ac
IR

ab

ac
abac





































  )(  

 

20.6.3 Proposición. Rectas en el plano complejo. 

La recta que pasa por los puntos A y B tiene por ecuación 

ab

az

ab

az









 

 

Demostración. Por 18.4.1b, )( abazABZ   , con IR  

ab

az

ab

az

ab

az
IR

ab

az
abaz



























  )(  

Aplicando el lema anterior y las propiedades del conjugado. 

 

20.6.4 Proposición. División de segmentos en el plano complejo. 

El punto C divide el segmento AB  en la proporción   si y solo si 

 










1

ba
c  



20.7 Producto escalar. Perpendicularidad. 
 

20.7.1 Definición. Producto escalar de dos números complejos. 

Dados dos números complejos z y w, definimos su producto escalar como 

2

wzwz
wz


  

 

Observación 1: El producto escalar es siempre un número real. En efecto:  

wz
wzwzwzwz

wz 









 


22
 

 

Observación 2: Si ),( 21 aaa   y ),( 21 bbb  , entonces 2211 bababa   

Es decir, coincide con el producto escalar definido en 18.5.1. 

 

En efecto: 

     

     

   

  )(222

)(2

2211211212212211

2112221112212211

21212121

21212121

babaibabababababa

ibabababaibabababa

ibbiaaibbiaa

ibbiaaibbiaabababa









 

 

20.7.2 Proposición. Interpretación geométrica del producto escalar. 

Sean z y w dos números complejos y   el ángulo orientado que determinan, es decir, el 

ángulo de OZ  y OW . Entonces  

 

 

 

)cos(wzwz   

 

Demostración. Pasando a forma polar y aplicando 20.7.2 y 9.3.1e 

)cos()cos()sinsincos(cos

sinsincoscos
)sin(cos

)sin(cos








wzrssr

srsrwz
isw

irz












 

 

20.7.3 Proposición. Propiedades del producto escalar. 

Dados cuatro números complejos a, b, c y z, se cumple: 

a) 
2

aaa   

b) abba      (propiedad conmutativa) 

c) cabacba  )(    (propiedad distributiva respecto a la suma) 

d) )()()( bababa    para todo IR . 

e) OBOAba  0 . 

f) )()()(
2

bazbzaz   

 

Demostración. e) Se deduce directamente de 20.7.3 



20.7.4 Lema. 

Dados dos números complejos a y b, sea abm  . Entonces OABM es un 

paralelogramo. 

 
 

Demostración. Sus lados opuestos son congruentes. En efecto,  

OMmmabAB  0  y OAaaabbmbMB  0)( . 

 

20.7.5 Proposición. Criterio de perpendicularidad para dos segmentos. 

Dados cuatro números complejos a, b, c y d, son equivalentes: 

a) CDAB    

b) 0)()(  cdab   

c) IRi
cd

ab





, es decir, es imaginario puro. 

d) 
cd

cd

ab

ab









  

e) 2222 BCADBDAC   

  

Demostración. )ba   Es la caracterización 18.5.11. Alternativamente, se puede 

argumentar de la siguiente manera: 

Sean abm   y cdn  . Aplicando el lema anterior, los cuadriláteros OABM  y 

OCDN  serán paralelogramos, y por tanto  

0)()(0  cdabnmONOMCDAB  

 

 

iIR
cd

ab

cd

ab

cd

ab

cd

ab
cdabcdab

cdabcdabcdabcb
































)(

)(
)()()()(

)()()()()2/1()()(0)

 

)dc   Por 20.1.4b sabemos que 
cd

ab




 es imaginario puro 

cd

ab

cd

ab

















  

ab

ab

cd

cd

cd

ab

cd

ab



















   

e) Es el apartado a del problema 4.26. 

 

Problemas propuestos: 4.26, 4.27, 4.28, 4.29, PZ/3.14. 

 

2.7.6 Proposición. Ángulo orientado en el plano complejo. 

  es el ángulo ACB  (de A hacia B en dirección positiva) si y solo si 

ac

ac
e

bc

bc i








   



20.7.6 Proposición. El producto escalar como potencia del origen. 

El producto escalar de dos números complejos a y b es la potencia del origen O respecto 

de la circunferencia de diámetro AB . 

 

 
 

Demostración. Sean a y b dos números complejos y sea   la circunferencia de 

diámetro AB . Su centro será el punto medio 
2

ba
M


  y su radio será 

2

ba
r


 , 

luego 

 22
22

22

4

1

22
),( baba

baba
rOMOp 





  

 

Ahora utilizamos la igualdad zzz 
2

 

 

ba

bbabbaaabbabbaaa

babbaababbaa

babababababa









4

)()()()(

)()()()(
22

 

 

Una forma alternativa de llegar al mismo resultado es mediante la igualdad zzz 
2

, 

en efecto: 

 

ba
abba

abbaabba

bbabbaaabbabbaaa

babbaababbaa

babababababababababa








 








4
2

4)(222

)())(()())((

))(())(()()()()(
22

 

 

En todo caso llegamos a babaOp  4
4

1
),(   



20.8 Producto vectorial. Área con signo de triángulos orientados. 

 
20.8.1 Definición. Producto vectorial de dos números complejos. 

Dados dos números complejos z y w, definimos su producto vectorial como 

 

2

wzwz
wz


  

 

Observación 1: El producto vectorial es siempre un número imaginario puro. En 

efecto, 

 wzwz
wzwzwzwzwzwzwzwz

wzwz 








 0
222

 

 

Observación 2: Si ),( 21 aaa   y ),( 21 bbb  , desarrollando las operaciones se llega a 

 

ibaba )(   

 

Donde 
22

11

1221
ba

ba
bababa   es el producto mixto introducido en 18.5.1. 

 

20.8.2 Proposición. Relación entre producto escalar y producto vectorial. 
2222

bababa   

 

Demostración. 

 

     

     
       

  22

22

22
22

22

4422

4

1

22

babababababbaa

bababababababbaabababababababbaa

babababababababababababa

babababababababa

babababababababababababa

babababa
babababa

baba



















 

 

20.8.3 Proposición. Propiedades del producto vectorial. 

Dados tres números complejos a, b y c , se cumple: 

a)  0ba  0a  o 0b  o ba  , con IR . 

b) abba      (propiedad anticonmutativa) 

c) cabacba  )(    (propiedad distributiva respecto a la suma) 

d) )()()( bababa    para todo IR . 

 

Demostración.  

 



20.8.4 Proposición. Interpretación geométrica del producto vectorial. 

Sean z y w dos números complejos y   el ángulo orientado que determinan, es decir, el 

ángulo de OZ  a OW . Entonces  

  iwzwz )sin(  

 

Y el signo de )sin(wz  es el signo del ángulo  . 

 

 
 

Demostración. Es una aplicación de 18.5.3. 

 

20.8.5 Proposición. Producto vectorial y área. 

Sean z y w dos números complejos y   el ángulo orientado que determinan, es decir, el 

ángulo entre OZ  y OW . Entonces  

  iZOWwz 


2  

 

 
 

Demostración. Es una aplicación de 18.6.3. 

 

20.8.6 Corolario. Producto vectorial y puntos alineados. 

Sean z y w dos números complejos distintos. 

 

0wz  Z, W y O están alineados. 

 

Demostración. Basta aplicar el corolario anterior teniendo en cuenta que  

    0ZOW


 Z, W y O están alineados. 

 



20.8.7 Proposición. Área de un triángulo mediante números complejos. 

Si cba ,,  son tres números complejos, el área del triángulo ABC  viene dado por 

 

   accbba
i

ABC 
2


  con  










negativo es  si1

positivo es  si1

ABC

ABC
  

 

Demostración. Mediante una traslación de vector –b trasladamos el triángulo ABC a 

ZOW  donde baz  , bbO  0  y bcw  , y aplicamos 20.8.5 

 

 
 

    )(
2

1
wz

i
ZOWABC 


 con 










negativo esZOW  si1

positivo esZOW  si1
  

)(

)()()()(

cbbaaccbbaacbbcbbaca

bcbbcabcbawz




 

Donde hemos utilizado que 0bb  y acca   

Luego    accbba
i

ABC 



2


 

 

20.8.8 Proposición. Criterio de alineación de puntos mediante producto vectorial. 

Dados tres números complejos distintos cba ,, , son equivalentes: 

a) A, B y C están alineados. 

b) 0 accbba  

c) 0)()(  acab  

  

Demostración. )ba   A, B y C están alineados 

   accbba
i

ABC 
2

0


0 accbba  

)cb   

acbacbaacaabcb

aacaabcbacab



 )()()()(
 

 

Problema propuesto: 4.30. 

 



20.8.9 Proposición. Paralelismo de segmentos y producto vectorial. 

Dados cuatro números complejos dcba ,,, , no tres de ellos colineales,  

 

0)()(//  cdabCDAB  

Demostración. 

 

Problema propuesto: 4.31. 

 

20.8.10 Corolario. Área de un triángulo mediante números complejos. 

Si cba ,,  son tres números complejos, el área del triángulo ABC  viene dado por 

 

   accbbaABC  Im
2

1
 

 

20.8.11 Proposición. Área de un triángulo mediante números complejos. 

Si cba ,,  son tres números complejos, el área con signo del triángulo ABC  viene dada 

por 

   accbbaaccbba
i

cc

bb

aa
i

ABC 
4

1

1

1

4
 

 

De donde se deduce un segundo criterio de colinealidad: 

Tres números complejos cba ,,  están alineados si y sólo si 0

1

1

1



cc

bb

aa

 

 

 



20.9 Cevianas y centros con números complejos.  
 

20.9.1 Proposición. Intersección de cevianas. 

Supongamos que el punto Q es el punto de intersección de las cevianas AA', BB' y CC' 

del triángulo ABC , y supongamos que se cumple 

n

p

CA

BA


'

'
 , 

p

m

AB

CB


'

'
 , 

m

n

BC

CA


'

'
 

Entonces 

 

 

 

       
pnm

cpbnam
q




  

 

Demostración. 

Aplicando 18.1.7, tenemos que 
pn

pcnb
a




'  , 

pm

pcma
b




' , y 

nm

nbma
c




' . 

Sea Q el punto determinado por 
pnm

cpbnam
q




 . Veamos que dicho punto es, en 

efecto, la intersección de las cevianas definidas en el enunciado. 

Los puntos A, Q y A' son colineales. En efecto, aplicamos 20.8.8c: 

 

    0)()()()(
))((

1

)()()()(

)()(

)'()(0
















































































































acpabnacpabn
pnpnm

pn

acpabn

pnm

acpabn

pn

panapcnb

pnm

panacpbn

pn

apnpcnb

pnm

apnmcpbnam

a
pn

pcnb
a

pnm

cpbnam
aaaq

 

 

De la misma forma se demuestra que Q pertenece a BB' y CC', y por tanto es el punto 

de intersección de estas tres cevianas. 

 

20.9.2 Corolario. 

El baricentro G de un triángulo ABC  es  

3

cba
G


  

 

Demostración. Basta aplicar 11.5.2 pues 1 pmn  



20.10 La circunferencia unidad. 
 

20.10.1 Proposición.  

Para todo z perteneciente a la circunferencia unidad 1z , se cumple 
z

z
1

  

 

Demostración. z
z

z

z

z


1

1
2

. 

 

20.10.2 Proposición. 

Si )1,0(, cba  , ba  , la recta AB  tiene por ecuación  

bazabz 


 

 

Demostración. Aplicando 20.6.3, 
ab

az

ab

az
ABz









  

Pero 
b

b
a

acba
1

,
1

)1,0(,   por 20.6.2, luego 

bazabzzabbaz

ab

zabb

ba

bzab

ab
ab

a
zab

ab

a
z

ab

az

ab

az
ABz
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1

11

1

 

 

20.10.3 Proposición. 

Si )1,0(, cba  , ba  , las rectas paralelas a AB  tienen por ecuación  

kzabz 


, con Ck  

 

Demostración. Sea s la recta paralela a AB  que pasa por un punto C. 

ab

cz

ab

cz

ab

cz
IR

ab

cz
abczsz



























 )(  

Pero 
b

b
a

acba
1

,
1

)1,0(,  , luego 

Cccabzabzzabcabcz

ab

zabcab

ba

cabzab

ab

cz
ab

ab

cz

ab

cz

ab

cz
rz
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20.10.4 Proposición. 

Dados cuatro números complejos dcba ,,,  pertenecientes a la circunferencia unidad,  

0 bcadBCAD  

 



20.10.5 Proposición. Simetría axial. 

Si a y b, con ba  , pertenecen a la circunferencia unidad, la función 

zbabaz   

 

Es la simetría axial de z respecto a la recta AB . 

 

Demostración. Aplicamos 20.5.9 y tenemos en cuenta que 
a

a
1

  y 
b

b
1

 : 

bazab
ab

ababzbaab

ab

abzbaab

ba

b
ab

a
zba

ba

babazba
z
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20.10.6 Proposición. Proyección ortogonal. 

Si a y b, con ba  , pertenecen a la circunferencia unidad, la función 

 zbazbaz 
2

1
  

 

Es la proyección perpendicular de z en la recta AB . 

 

Demostración. Aplicando 20.10.5, el punto zbaba   es el simétrico, luego la 

proyección perpendicular será el punto medio entre el simétrico y z: 
2

'
zzabba

z


  

 

Problema propuesto: 4.32. 

 

20.10.7 Proposición. Tangente a la circunferencia unidad por un punto 

Si a pertenece a la circunferencia unidad, los puntos z de la recta tangente a la 

circunferencia por a vienen caracterizados por la ecuación 

 

azaz 22   

 

 
Demostración. Z pertenece a la tangente a la circunferencia por A si y sólo si OAAZ  .  

Aplicando 20.7.1 

azzazaazaza
a

za

az

za
a

az

za

a

a

az

za

a

a

az

az

a

a
OAAZ

2)
1

(

/1/1/10

0

222

2




























 



20.10.8 Proposición. Punto de corte de dos tangentes. 

Si A y B pertenecen a la circunferencia unidad, el punto intersección de las dos 

tangentes a dicha circunferencia por A y B es 

 

 

 

 

ba

ab

ba
z
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Demostración. Aplicando la proposición anterior a los puntos a y b, se cumplirá el 

sistema 

ba
z

ba
zzbabazbaba

bazbabazbza
bzbz

azaz
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)(2)(22
2

2
2222

2

2

 

Puesto que 
b

b
a

aba
1

,
1

1  , y por tanto 
ba

ab

ba

z







2

11

2
 

 

Problema propuesto: 4.34. 

 

20.10.9 Proposición. Intersección de segmentos en la circunferencia unidad. 

Si A, B, C y D son puntos de la circunferencia unidad, su intersección viene dada por 

 

cdab

bacddcab
z






)()(
 

 

Demostración. 

 

Problema propuesto: En 6.76 se aplica este resultado de una manera muy ingeniosa. 

 

20.10.10 Proposición. Longitud de una cuerdas. 

La longitud de una cuerda AB, con A y B pertenecientes a la circunferencia unidad, 

viene dada por: 

ab

ba
baAB

2
2 )( 

  

 

Demostración. 

ab
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ab

ba
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ab

ab
ba

ba
babababababaAB
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20.10.11 Proposición. El incentro complejo. Puntos medios de arcos. 

Si ABC  pertenece a la circunferencia unidad, entonces existirán a, b, y c números 

complejos tales que 2aA  , 2bB   y 2cC  , los puntos medios de los arcos BC, AC y 

AB no conteniendo A, B y C son bc , ac  y ab , respectivamente, y además, el 

incentro I del triángulo viene dado por cabcabI  , y el A-excentro aI  por 

acbcabia   (con permutaciones cíclicas). 

 

Demostración. 

 

Problema propuesto: 4.38, 6.70. 

 

20.10.12 Proposición. Los centros de los triángulos en la circunferencia unidad. 

Sea ABC  un triángulo con cba ,,  perteneciendo a la circunferencia unidad. Entonces: 

a) El circuncentro es 0O . 

b) El baricentro es )(
3

1
cbaG   

c) El ortocentro es cbaH   

 

De donde se deduce que los puntos O, G y H son colineales con una razón 2:1 . 

 

Demostración. Se demostró en 18.4.10 mediante vectores. 

 

 



20.11 Semejanza orientada de triángulos.  
 

20.11.1 Definición. Semejanza orientada de triángulos. 

Diremos que dos triángulos ABC  y XYZ  son semejantes y directamente 

orientados cuando  

 

XYZABC 


,  YZXBCA 


  y  ZXYCAB 


 

 

 
 

Diremos que dos triángulos  ABC  y XYZ  son semejantes con orientación opuesta 

cuando 

 

XYZABC 


,  YZXBCA 


  y  ZXYCAB 


 

 

 
 

20.11.2 Proposición. Triángulos semejantes y directamente orientados. 

Dados dos triángulos ABC  y ''' CBA , son equivalentes: 

a) Los triángulos ABC  y ''' CBA  son semejantes y directamente orientados. 

b)  
''

''

bc

ba

bc

ba









 

c) 

1'

1'

1'

0

cc

bb

aa

  

d) Existe una semejanza espiral que envía ABC a ''' CBA . 

 
 

Demostración. )ba   Por el criterio SAS de semejanza de triángulos, dos triángulos 

serán semejantes si y solo si (a) Tienen dos lados proporcionales: 

''

''

''

''

''

''

''

''

ab

ac

ab

ac

ab

ac

ab

ac

BA

CA

AB

AC

BA

CA

AB

AC



















  

y (b) son iguales los ángulos que abarcan estos dos lados: 



''' CABBAC  , que por 20.3.3b equivale a 

























''

''

ab

ac
Arg

ab

ac
Arg  

Dos números complejos son iguales si y solo si son iguales en módulo y argumento, por 

lo que las dos condiciones anteriores equivalen a 
''

''

bc

ba

bc

ba









 

)cb   Basta con aplicar las propiedades básicas del determinante: 

''

''

''

''

''

''

)'')(()'')((
''

''

1'

0''

0''

1'

1'

1'

0

bc

ba

bc

ba

cb

ba

cb

ba

cb

ba

cb

ba

bacbcbba
cbcb

baba

cc

cbcb

baba

cc

bb

aa









































 

)bd  Supongamos que existe una semejanza espiral ppzqz  )(  tal que 

q
ab

ab
abqpapbqppaqppbqab

ppcqccc

ppbqbbb

ppaqaaa






















''
)()()()(''

)(''

)(''

)(''







 

Y de la misma forma llegamos a q
ac

ac




 ''
, luego 

ab

ab

ac

ac








 ''''
 

 

 

Problemas propuestos: 4.25, 5.7. 

 

20.11.3 Proposición. Triángulos semejantes opuestamente orientados. 

 

Dados dos triángulos ABC  y ''' CBA , son equivalentes: 

 

a) Los triángulos ABC  y ''' CBA  son semejantes y negativamente orientados. 

 

b) 
''

''

''

''

bc

ba

bc

ba

bc

ba






















 

 

c) 

1'

1'

1'

0

cc

bb

aa

  



20.12 Razón doble compleja. Puntos cocíclicos.  
 

20.12.1 Definición. La razón doble compleja. 

Dados cuatro números complejos dcba ,,, , con cb   y da  , definimos su razón 

doble compleja como 

 

 
)()(

)()(
,;,

adbc

bdac

bd

ad

bc

ac
dcba














  

 

Es decir, es el equivalente complejo de la razón doble definida en 12.1.1. 

 

20.12.1 Lema. 

 

   










0
)()()()(),;,(

),;,(

bdArgadArgbcArgacArgdcbaArg

IRdcba

 

 

Demostración. Pasamos a forma exponencial: 
ACi

ACerac


 , BDi

BDerbd


 , BCi

BCerbc


 , ADi

ADerad


 . 

 

 




































































0
)()(

1

1

)()(

)()(
,;,

))()(())()((

))()((

)(

)(

BDADBCAC

ii

i

ADBC

BDAC

i

i

ADBC

BDAC

ii

ii

ADBC

BDAC

i

AD

i

BC

i

BD

i

AC

BDADBCACBDADBCAC

BDADBCAC

BDAD

BCAC

ADBC

BDAC

ADBC

BDAC

eIRe

IRe
rr

rr

e

e

rr

rr

ee

ee

rr

rr

erer

erer

adbc

bdac
dcba

 

 

Por otro lado, está claro que 
 

   )()()()(

)()(),;,(

bdArgadArgbcArgacArg

dcbaArg BDADBCAC



 
 

 



20.12.2 Proposición.  

Dados cuatro puntos DCBA ,,,  del plano, no alineados,  

 

DCBA ,,,  son cocíclicos IR
adbc

bdac
dcba 






)()(

)()(
),;,(  

 

Demostración. Sean ACB  y ADB . Utilizaremos la caracterización de 

10.5.4, y por lo tanto distinguimos los casos: 

a) Si C y D son colaterales respecto de AB : 

 

 
 

 )()( cbArgcaArg ,  )()( dbArgdaArg  

   
 



)(

)()()()(),;,( dbArgdaArgcbArgcaArgdcbaArg
 








0
),;,(),;,( dcbaArgIRdcba . El valor   no se puede dar, luego 

cocíclicospuntosson00),;,(),;,(  dcbaArgIRdcba  

 

b) Si C y D están en lado opuestos de AB : 

 
 

 )()( cbArgcaArg ,  )()( dbArgdaArg  

   
 



)(

)()()()(),;,( dbArgdaArgcbArgcaArgdcbaArg
 








0
),;,(),;,( dcbaArgIRdcba . En este caso, el valor 0 no se puede dar, luego  

 

cocíclicospuntosson),;,(),;,(  dcbaArgIRdcba . 

 



20.12.3 Teorema. 

Dados cuatro puntos A, B, C y D del plano complejo, son equivalentes: 

a) A, B, C y D son cocíclicos o colineales. 

b)   IR
adbc

bdac
dcba 






)()(

)()(
,;,  

c) 
)()(

)()(

)()(

)()(

adbc

bdac

adbc

bdac










 

 

Y si se cumplen estas condiciones, ),;,(),;,( dcbaDCBA  . 

 

Demostración. )ba   El caso de puntos cocíclicos se ha demostrado en la proposición 

anterior. Si DCBA ,,,  son colineales, entonces, por 20.6.2c,  

IR
bc

ac





 y IR

ad

bd





 

y por tanto está claro que se cumple b. Falta ver el recíproco. 

)cb  Basta tener en cuenta que si Cwz , , 
w

w

z

z

w

z

w

z

w

z
IR

w

z









 . 

 

 

Problemas propuestos: 4.44 y PC/1.14 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasNumerosComplejos.pdf


20.13 Isometrías en el plano complejo. 
 

20.13.1 Proposición. 

Las traslaciones, la conjugación y las rotaciones son isometrías. 

 

Demostración. 

Sea wzzf )(  una traslación de vector Cw . Entonces 

  21212121 )()( zzwzwzwzwzzfzf   

Sea zzf )(  la conjugación. Entonces 

2121212121 )()( zzzzzzzzzfzf   

Sea zezf i)(  una rotación de ángulo  . Entonces 

  2121212121 )()( zzzzezzezezezfzf iiii    

 

20.13.2 Lema. 

Sea una isometría CC:f  con 0 y 1 como puntos fijos: 0)0( f , 1)1( f . 

a) Si iif )(  entonces f  es la identidad. 

b) Si iif )(  entonces f  es la conjugación. 

c) Solo se puede dar uno de los dos casos anteriores. 

 

Demostración. 

a) Sea z un número complejo cualquiera y )(zfw  . 

zzwwzwzwzfzf 
22

00)0()(  

)1(11

)1)(1()1)(1()1()1()1()1(

11111)1()(
22

zzwwzzwwzzzzwwww

zzwwzzww

zwzwzfzf







 

b) Sea CC:g , )()( zfzg  . Claramente 0)0( g , 1)1( g , y iiig )( , luego, 

aplicando el apartado a, tenemos Idg  , luego zzfzfz  )()( . 

c) Sea )(ifw  . 100)0(  iwiwifw  

2111)1(  iwifw  

Luego w  pertenece a las circunferencias de centro 0 y radio 1 y de centro 1 y radio 2 , 

por lo tanto solo puede ser i  o i , es decir, se tiene que cumplir uno de los dos casos 

anteriores. 

 

20.13.3 Proposición. Genealogía de las isometrías del plano complejo. 

Toda isometría del plano complejo es de la forma 

 

bzazf )(  o bzazf )(  

 

para ciertos Cba ,  con 1a . 

 



De esto se deduce que toda isometría del plano complejo es de la forma rt   o srt  , 

con t  es una traslación, r  es una rotación alrededor del origen y s  es la conjugación (es 

decir, la  simetría respecto del eje X). 

 

Demostración. Está claro que las funciones baz   y bza  , con 1a  son isometrías, 

pues son composiciones de traslaciones, rotaciones y conjugación, que son isometrías. 

Sea CC:f  una isometría, y sean )0(fb  , )1(fc   y bca  . 

Se cumple 101)0()1(  ffbca . 

Sea bazzg )( . La función g  es una isometría y cumple bg )0(  y cbab )1( . 

Sea fgh 1 . 

La función h  es una isometría y cumple 0)0( h  y 1)1( h , luego, por el lema anterior, 

solo se pueden dar dos casos: 

O bien h  es la identidad en C , y por tanto bazzgzf  )()( , 

O bien h  es la conjugación, y por tanto bzazgzf  )()( . 

 

Problema propuesto: 4.43. 

 

20.13.4 Corolario.  

Toda isometría es invertible, y su inversa es también una isometría. 

 

Demostración. 

Si bzazf )( , con 1a , entonces 
a

b
z

a
zf  1
)(1 , y 

a

1
 cumple 1

1
 aa

a
, y 

si bzazf )( , entonces abz
a

zf /
1

)(1  , y 1
1

 aa
a

. En ambos casos se 

satisface la condición de la proposición anterior. 

 

20.13.5 Lema.  

Si una isometría deja fijos tres puntos no colineales del plano complejo, entonces es la 

identidad. 

 

Demostración. 

 

20.13.6 Proposición. 

Toda isometría queda determinada por sus valores en tres puntos no colineales del 

plano, es decir, si dos isometrías coinciden en tres puntos no colineales del plano serán 

iguales. 

 

Demostración. 

 

20.13.7 Proposición. El grupo de las isometrías del plano complejo. 
La composición de dos isometrías es una isometría, la inversa de una isometría es 

también una isometría, y claramente la identidad es una isometría, por lo que el 

conjunto de todas las isometrías del plano complejo tiene estructura de grupo con 

respecto a la composición de funciones, que denotaremos por )(CIso . 

 

El conjunto de todas las traslaciones es un subgrupo de )(CIso . 



20.14 Transformaciones de Möbius. 
 

20.14.1 Definición. Transformación de Möbius. 

Una transformación de Möbius es una función CCf :  de la forma 

 

dzc

bza
zf




)(  

 

para ciertos Cdcba ,,,  tales que 0bcad . 

 

20.14.2 Definición. Notación matricial. 

Una transformación de Möbius se puede representar mediante una matriz de 22C  










dc

ba
 

 

La matriz asociada a una transformación de Möbius no es única. Obtendremos la misma 

transformación si multiplicamos la matriz por cualquier número complejo no nulo: 



















dkck

bkak

dc

ba
k  

 

20.14.3 Proposición. Inversa de una transformación de Möbius. 

Toda transformación de Möbius tiene inversa y su inversa es también una 

transformación de Möbius: 

azc

bzd
zf




 )(1  

 

La matriz asociada a la transformación inversa es la inversa de la matriz. 

 

Demostración. Aislamos la z: 

 

  z
cwa

bdw
cwazbdw

czwazbdwbazdwczwbzadzcw
dzc

bza
w













 

 

Puesto que la matriz asociada es invariante por multiplicación de escalares, y 

0bcad , la matriz asociada a la transformación inversa será la matriz inversa: 

11 


























M

ac

bd

bcadac

bd
 

 



20.14.4 Corolario. Dominio e imagen de una transformación de Möbius. 

Si 0c , el dominio de una transformación de Möbius es el plano complejo punteado 










c

d
CfDom )(  

La imagen de una transformación de Möbius será el dominio de su función inversa, es 

decir,  










c

a
Cf )(Imagen  

 

Así pues, una transformación de Möbius es una biyección entre el plano punteado 










c

d
C  y el plano punteado 










c

a
C . 

 

Si 0c  entonces 0d  y la función es de la forma  

d

b
z

d

a

d

bza
zf 


)(  

y tanto su dominio como su imagen son todos los números complejos sin excepción. 

 

20.14.5 Proposición.  

La composición de dos transformaciones de Möbius es una transformación de Möbius. 

Y su matriz asociada es el producto de las dos matrices: 































''''

''''

''

''

ddcbdcca

bdabbcaa

dc

ba

dc

ba
 

 

Demostración. Sean 
dzc

bza
zf




)(  y 

''

''
)(

dzc

bza
zg




 . 

Entonces 

 

 

 

 
 

 
  ''''

''''

''''

''''

''''

''''

''

''''

''

''''

''

''

''

''

''

''

''

''

))((

ddcbzdcca

bdabzbcaa

ddzdccbzca

bdzbcabzaa

dzcdcbzca

dzcbabzaa

dzc

dzcdcbzca

dzc

dzcbabzaa

d
dzc

cbzca

b
dzc

abzaa

d
dzc

bza
c

b
dzc

bza
a

zgf




































































 

 

20.14.6 Proposición. 

La identidad es una transformación de Möbius, asociada a la matriz Identidad 










10

01
 

Demostración. 
10

01
)(






z

z
zzf  

 



20.14.7 Proposición. 

La traslación horizontal 

),(),( yaxyxTa   , IRa  

 

es una transformación de Möbius. 

 

Demostración. Si IRa , entonces para todo yixz  , azyaxyxTa  ),(),(  

que tiene asociada la matriz 











10

1 a
Ta  

 

20.14.8 Lema. 

Sea CCf :  una transformación de Möbius 

dzc

bza
zf




)(  

Entonces  

 wz
dwcdzc

cbda
wfzf 






))((
)()(  

 

Demostración. 

 

     
  

 
  

        

  
)(

))(()()(

)()(

wz
dwcdzc

bcad

dwcdzc

wzbcad

dwcdzc

adbcwbcadz

dwcdzc

bczawdbcwazd

dwcdzc

dbbczawdawczbdbcwazdazcw

dwcdzc

dzcbwadwcbza

dwc

bwa

dzc

bza
wfzf













































 

 

20.14.9 Teorema.  

Toda transformación de Möbius conserva la razón doble. 

 

Demostración. Dados cuatro puntos del plano, es decir, cuatro números complejos 1z , 

2z , 3z  y 4z , y una transformación de Möbius 
dzc

bza
zf




)( , 

tenemos que ver que ))(),();(),((),;,( 43214321 zfzfzfzfzzzz   (ver 12.1.1) 

 

La distancia entre dos números complejos es el módulo de su diferencia: 1331 zzzz   

 

Basta aplicar el lema anterior: 

  
 13

13

1331 )()()()( zz
dzcdzc

cbda
zfzfzfzf 
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)()(
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cbda
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zfzf
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zfzf
zfzfzfzf

 

  

  

  

  

 
 

 
 

),;,( 4321
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24
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dzcdzc

cbda

dzcdzc
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20.14.10 Teorema. 

Toda transformación de Möbius es conformal, es decir, conserva los ángulos. 

 

Demostración. La composición de transformaciones conformales es conformal, por lo 

tanto, basta con escribir una transformación de Möbius como composición de 

transformaciones conformales elementales: 

Si 0c ,
d

b
z

d

a

d

bza
zf 


)(  y la transformación se puede escribir como la 

composición de la homotecia z
d

a
  seguida de la traslación 

d

b
z  . 

 

Si 0c , dividimos bza   entre dzc   para obtener 

 

c

a

dczc

ad
b

dcz

cadb

c

a

dzc

bza
zf 






















1/
)(  

 

La función, escrita de esta manera, es una composición de funciones elementales: 

 

czz     (rotación) 

dzz    (traslación) 

zz     (conjugación) 

z
z

1
    (inversión) 

z
c

ad
bz 








  (rotación) 

c

a
zz     (traslación) 

 



20.14.11 Proposición. 

Si Ccba ,,  son tres números complejos diferentes, la transformación  

ba

ca

cz

bz
cbazzT









 ),;,()(  

 

es una transformación de Möbius, y es la única que cumple la siguiente propiedad: 

1)( aT , 0)( bT , )(cT  

 

Demostración. Sea 
ba

ca
e




 , entonces  

cz

beze

cz

bz
e

ba

ca

cz

bz
cbazzT



















 ),;,()(  

 

0)()(1)()( 



 cb

ba

ca
cbeebecebce  pues suponemos que los tres 

números son diferentes. 

 



20.15 Trigonometría con números complejos. 

 
20.15.1 Definición de sinθ i cosθ a partir de e

iθ
. 

 

Sea   un ángulo y sea iez  . Entonces definimos: 

 











z
z

1

2

1
cos   ,  










z
z

i

1

2

1
sin  

 

 

Demostración. Partiendo de la identidad  cossin iez i  , y puesto que  

 cossin
1

iz
z

  

 

20.15.2 Corolario.  











k

k

z
zk

1

2

1
cos    ,  










k

k

z
z

i

1

2

1
sin  

 

 

Demostración. Basta aplicar las fórmulas de DeMoivre. 

 

20.15.3 Ejemplo. 

 

Verificar que se cumple la propiedad fundamental de la trigonometría: 

1cossin 22    

 

Demostración. 

1
2

1

2

1
cossin

1
2

4

111
2

4

11

2

1
cos

1
2

4

111
2

4

11

2

1
sin

22

2

2

2

2

22

2

2

2

2

2

22
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z
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20.15.4 Ejemplo. 

Supongamos que tenemos tres ángulos CBA ,,  para los que se cumple 

0coscoscossinsinsin  CBACBA  

 

Demuestra que entonces CBACBA 3cos3cos3cos)cos(3  , y  

CBACBA 3sin3sin3sin)sin(3   

 

La hipótesis 0coscoscossinsinsin  CBACBA  es equivalente a 

0
111


c
c

b
b

a
a  , 0

111


c
c

b
b

a
a  

 



0
111











cba
cba  y 0

111











cba
cba , de lo que se deduce que 

0
111


cba
cba  

 

Aplicando aquí la conocida identidad 

  222333 )()()(
2

1
3 xzzyyxzyxxyzzyx    

 

Tenemos que  

abccbacba 30 333   , 
abccbacba

3111
0

111
333
  

 

Luego: 

)cos(3
1

2

1
3

3
3

2

1111

2

1

1

2

11

2

11

2

1
3cos3cos3cos

333

333

3

3

3

3

3

3

CBA
abc
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abc

abc
cba

cba

c
c

b
b

a
aCBA

























































 

 

La identidad con el seno se demuestra de forma similar. 

 

20.15.5 Ejemplo. 

Demostrar la identidad trigonométrica 

ABBABA cossincossin)sin(   
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b

b

a
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a
a

i
BA

1

4

11

2

11

2

1
cossin  





























abb

a

a

b
ab

ia
a

b
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1
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)sin(

1
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1
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a
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a
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20.15.6 Demostrar las identidades trigonométricas del ángulo doble. 

Sea un ángulo  , y consideramos  sincos iez i  . 



Luego  2sin2cos22 iez i   por la fórmula de Moivre (????), pero por otro lado, 

    
   
   

 









sincos2sincos

sincossinsincoscos

sincossinsincoscos

sincossinsincoscos

sincossincossincos

22

222

22

i

iii

iii

iii

iiiz











 

 

Comparando la parte real y la parte imaginaria del número 2z  aparecen las identidades 

del ángulo doble:  





2sinsincos2

2cossincos 22




 

 

 



21 El plano de Poincaré. Geometría hiperbólica. 

 
21.1 El Disco de Poincaré. 
 

21.1.1 Definición. Disco de Poincaré. 

Definimos el Disco de Poincaré ID como el conjunto de los números complejos con 

módulo inferior a 1: 

 1|  zCzID  

 

Definimos las rectas del Disco de Poincaré de dos tipos: 

 

- IDr  para cualquier recta r que pase por el origen. 

 

 
 

- IDc  para cualquier circunferencia ortogonal c, es decir, circunferencia 

perpendicular a la circunferencia centrada en el origen y radio 1. 

 

 
 

Diremos que un punto P pertenece a una recta r si rP  en el sentido habitual del 

término. 

 

21.1.2 Definición. Frontera del Disco de Poincaré. 

Definimos la frontera del Disco de Poincaré como la circunferencia unidad: 

 1|  zCzID  

El Disco de Poincaré ID es un disco abierto: Los puntos de la circunferencia unidad 

ID  no forman parte del mismo. 



21.1.3 Nota histórica. Jules Henri Poincaré (1854-1912) fue un gran genio 

matemático francés. Un científico teórico, físico y filósofo de la ciencia que hizo 

considerables aportaciones a la Teoría del Caos y la Teoría de la Relatividad. 

En 1887, mientras intentaba dar solución al problema de los tres cuerpos, un problema 

relacionado con la estabilidad del Sistema Solar, Poincaré describió dos modelos de 

Geometría Hiperbólica en dos dimensiones. Uno de ellos ocupa el interior del disco 

unidad y otro el semiplano superior. En el primero se representan las rectas como arcos 

de circunferencia que intersecan perpendicularmente al disco en su interior y en el 

semiplano, las rectas son líneas verticales y semicircunferencias que inciden 

perpendicularmente sobre el eje real. 

 

 
 

21.1.4 Proposición. Ecuación de las circunferencias ortogonales. 

Los puntos iyx   de una circunferencia ortogonal con centro en ikhz   satisfacen la 

ecuación 

122 22  ykyxhx  

 

Demostración. Sea 1c  la circunferencia centrada en el origen )0,0(O  y radio 1. 

Sea 2c  una circunferencia cualquiera con centro ikhC   y ortogonal a 1c . 

Sea Q uno de los puntos de intersección entre 1c  y 2c . 

Por ser 1c  y 2c  ortogonales, el ángulo OQC  es recto, y por tanto el triángulo OQC es 

rectángulo en Q. Así pues, aplicamos el teorema de Pitágoras: 
222

OCQCOQ   

Pero 11
2
 OQOQ  

22222 khOCkhOC   

y por tanto  

122222
 khOQOCQC  

 

Los puntos iyxP   de 2c  vienen determinados por QCPC  , es decir: 

122122

1)()(1)()(

22222222

22222222





ykyxhxkhkykyhxhx

khkyhxkhkyhx
 

 



21.1.5 Ejercicio. 

Determinar la ecuación de la circunferencia ortogonal que pasa por los puntos 

)0,5.0(P  y )5.0,0(Q . ( 5.0P  y iQ 5.0  en forma compleja) 

 

 
 

Demostración. Vamos a calcular el centro ikhP   de la circunferencia. 

Los puntos de la circunferencia han de cumplir la ecuación: 

122 22  ykyxhx  

Y por simetría podemos suponer que kh  . Por lo tanto 

122 22  yhyxhx  

Sustituyendo en 0,5.0  yx :  

khhh

hh
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Luego la ecuación de la circunferencia buscada es: 
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21.2 Distancia hiperbólica. 
 

21.2.1 Definición. Distancia entre dos puntos. 

Sean A y B dos puntos del Disco de Poincaré. La recta AB  (su existencia y unicidad se 

demostrará más adelante) cortará la circunferencia unidad en dos puntos P y Q. 

Definimos la distancia entre los puntos A y B como 

 

 ),;,(ln),( QPBABAdH   

 

El orden de los puntos A y B no importa, puesto que  
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21.2.3 Ejemplo. 

Determinar la longitud del segmento AB, donde A=1/2, B=1/2i 

 

Ya hemos visto (21.1.5) que AB tiene asociada la ecuación 1
2

5

2

5 22  yyxx  

Vamos ahora a calcular sus puntos ideales: 
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Que tiene por soluciones  
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y  que dan lugar a los valores 
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Es decir:  
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Con ayuda de Mathematica obtenemos los resultados: 

0.5166  AQBP  

3697.5
5166.0
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     6808.13697.5ln,,,ln),(  QPBABAdH  

 

21.2.4 Proposición. Distancia de un punto al origen. 

La distancia de un punto iyxA   al origen 00 iO   viene dada por la fórmula 
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Demostración. La recta OA cortará la circunferencia unidad en dos puntos P y Q. 

Vamos a suponer que P es el punto más cercano a A. 

Entonces: 

zOA  , 1 OQOP , zAP 1  , zAQ 1  
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Observamos que  
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Y por lo tanto podemos prescindir del valor absoluto: 
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Ejemplo. 

Un método alternativo para calcular la distancia entre los puntos A=1/2 y B=1/2i es 

aplicar al Disco de Poincaré la isometría 

z

z
z

2/11

2/1
)(




  

Que transforma el punto A en O: 

0
)2/1)(2/1(1
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Entonces: 
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Y por tanto  
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21.2.5 Definición. Razones trigonométricas hiperbólicas. 

Definimos el seno y el coseno hiperbólicos para cualquier número complejo en términos 

de exponenciales: 

2
)sinh(

zz ee
z


  

2
)cosh(

zz ee
z


  

 

La tangente hiperbólica se define como cociente entre ambas: 

 

 
  zz

zz

zz

zz

ee

ee

ee

ee

z

z
z



















2/

2/

)cosh(

)sinh(
)tanh(  

 

21.2.6 Proposición. La inversa de la tangente hiperbólica. 
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Demostración.  
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Y por lo tanto 
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21.2.7 Corolario. 

 

 zOAdH

1tanh2),(   

 

Demostración. Basta aplicar 21.2.4 a la proposición anterior. 

 

Proposición. 

Observamos en la gráfica de la función )(tanh)( 1 xxf  , para valores de x reales, un 

comportamiento asintótico: Se aproxima a 0 para x cercanos a 0, pero cuando x se 

acerca a 1 la función se dispara a infinito: 

 
Así pues, los puntos del disco de Poincaré cercanos al origen tendrán una distancia 

cercana a 0, y a medida que se alejan del origen y se acercan al disco unidad la distancia 

será cada vez mayor sin limitación. 



21.3 Ángulo hiperbólico. 
 

21.3.1 Definición. Ángulo hiperbólico. 

Definimos el ángulo hiperbólico entre dos rectas de la siguiente manera: 

 

Si ambas rectas son rayos, se define el ángulo hiperbólico como el ángulo euclídeo que 

determinan. 

 
Si una o ambas son circunferencias ortogonales, se define el ángulo hiperbólico como el 

ángulo euclídeo que determinan las dos rectas tangentes en su punto de intersección. 

 

 
 

 

Observación. 

Con esta definición de ángulo, la suma de los ángulos de un triángulo en el Disco de 

Poincaré será menor de 180, pues trasladando el triángulo hasta que el vértice A sea el 

origen, vemos que encaja en el interior de un triángulo convencional euclidiano, y los 

ángulos hiperbólicos en B y C serán estrictamente menores que los ángulos euclidianos 

correspondientes. 

 
 



21.4 El Disco de Poincaré como modelo incidental. 
 

El Disco de Poincaré es un modelo para la geometría incidental plana, pues cumple los 

tres axiomas asociados a ésta. 

 

21.4.1 Proposición. Axioma I1. 

Si A y B son dos puntos diferentes, existe una única recta r tal que rA  y rB . 

 

Demostración. Tomamos dos puntos diferentes del Disco de Poincaré ibaA   y 

idcB   para ciertos IRdcba ,,, . 

Ya hemos visto que si dichos puntos pertenecen a un arco ortogonal deberán satisfacer 

una ecuación de la forma 122 22  ykyxhx  para ciertos IRkh , , es decir: 
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Estamos ante un sistema lineal en h y k que será compatible determinado (es decir, 

tendrá solución única) si y sólo si  

00
22

22






dc

ba

dc

ba
 

 

El caso 0
dc

ba
  corresponde al caso en que los puntos A y B están en una única recta 

que pasa por el origen. En todo caso están contenidos en una única recta hiperbólica. 

 

21.4.2 Proposición. Axiomas I2 e I3. 

En toda recta hay al menos dos puntos diferentes. 

Existirán tres puntos A, B y C diferentes que no están contenidos en la misma recta, es 

decir, que si r es una recta, al menos uno de ellos no pertenece a r. 

 

Demostración. Estos axiomas se cumplen trivialmente puesto que estamos tomando en 

consideración segmentos y arcos de IR
2
. 

 



21.5 El Disco de Poincaré como modelo no euclídeo. 
 

El Disco de Poincaré es un modelo para la geometría ordenada plana, pues cumple los 

cuatro axiomas asociados a ésta. 

 

21.5.1 Proposición.  

El Disco de Poincaré no satisface el axioma de paralelismo. 

 

Demostración. Por poner un ejemplo, las rectas y=0 y x=0 no tienen ningún punto en 

común con la recta hiperbólica  
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Efectivamente, 
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En donde nos encontramos un discriminante negativo: 
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Ambas rectas pasan por el origen (0,0). Así pues, nos encontramos con dos rectas 

diferentes que tienen un punto en común y las dos son paralelas a una tercera recta. 

 

21.5.2 Proposición.  

Vamos a demostrar que la fórmula 2/AlturaBaseÁrea   no tiene sentido en el 

contexto de la geometría hiperbólica, pues obtenemos diferentes resultados dependiendo 

de la altura del triángulo que tomemos. 

Lo veremos en un caso concreto: El triángulo ABC , donde A=0, B=1/2 y C=1/2i. 

 

 
 

Demostración. 

Primera opción: Base AB y altura AC. 
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Igualmente,  3lnAC , por lo tanto, 6035.0
2

)3(ln

2
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 ACAB

 

 

Segunda opción: Tomamos como base el segmento BC. 

Ya hemos calculado anteriormente (21.2.4) que 6808.1BC  

Vamos a determinar la altura que pasa por el vértice A. 

La base de la altura que pasa por A en el segmento BC  será, por simetría, el punto 

medio del segmento BC , es decir, la intersección de la bisectriz principal yx  con el 

arco ortogonal. 
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Cuyas soluciones son 2192.0
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Nos quedamos con la primera y obtenemos el punto  
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Y por tanto 5388.0
2

6808.16411.0
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Así pues, observamos que tomando diferentes alturas del triángulo obtenemos diferentes  

áreas. 

 



21.6 El semiplano de Poincaré. 
 

21.6.1 Definición. 

Este modelo consiste en todos los puntos en el semiplano superior abierto: 

 0|),(  yyxIH  

 

Las rectas en este modelo son semicircunferencias euclidianas cuyos centros están sobre 

el eje real, y las semirrectas euclidianas verticales, que podemos considerar como 

semicircunferencias de radio infinito. 

 

 
Definimos su frontera como  0|),(  yyxIH . La frontera IH no pertenece al 

semiplano de Poincaré. 

 

21.6.2 Proposición. Relación entre IH  y ID . 

La transformación 

1
)(
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es una biyección de IH  en ID , y tiene como inversa la transformación 

1
)(
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Además, es una biyección entre IH  y ID . 

 

Demostración. La transformación h corresponde a una transformación de Möbius con 

1a , ib  , ic   y 1d . Efectivamente: 

02111)()1(1 2  iiibcad . 

Su inversa 
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 )(1  corresponde a 
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Así pues, h es una biyección entre el plano punteado  iC
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el plano punteado  iC
i

C
c

a
C 



















1

. 

 

Veamos que IHIDg )( : Sea IDbiaz   
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Simplificamos el numerador: 
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puesto que   011 2222  babaIDz . 
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Siempre 0)1( 22  ba , y por tanto, si 0b  entonces 0))1((4 22  bab  
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es decir, IDah )( . 

 

Veamos que IHIDg  )( : 

Sea IDbiaz  . 

Ya hemos calculado anteriormente que  
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Longitud. 

La longitud de una curva  
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Todo segmento vertical entre ),( acP    y ),( bcQ   se podrá parametrizar como 
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21.7 Transformaciones de Möbius en el plano hiperbólico. 
 

21.7.1 Proposición. 

Toda transformación de Möbius conserva distancia y ángulo hiperbólico. 

 

Demostración. Hemos visto que toda transformación de Möbius conserva la razón doble 

y es conformal, las dos claves para medir distancias y ángulos.  

 

 

21.7.2 Teorema. 

Sea  1|  zCzD , y sea una transformación de Möbius 
dzc

bza
zf




)(  es tal que 

DDf  )( . Si a  y d  son mayores que b  y c , entonces f  es una biyección de D 

en D. 

 

Demostración. El único punto para el cual la función f no está definida es cd / , y 

puesto que cd  , este punto queda fuera de la frontera. 

 

(queda por demostrar el final). 

 

21.7.3 Corolario. 

Para todo D , la función 

z

z
zf











1
)(  

es una biyección en D que conserva distancia y ángulo hiperbólicos. 

 

Demostración. Es una transformación de Möbius, por lo tanto conserva distancia y 

ángulo hiperbólico. Para ver que es una biyección en D, para lo cual basta comprobar 

que cumple las condiciones del teorema anterior. 

Puesto que D , 1  , por lo que únicamente tenemos que comprobar que 

DDf  )( . 

Sea Dz  , es decir, 1z . 
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22 Espacios cartesianos K
3
. El espacio IR

3
. 

 

22.1 Incidencia en espacios cartesianos K
3 
sobre un cuerpo K.  

 
22.1.1 Definición. El espacio cartesiano real K

3
. 

Dado cualquier cuerpo K, llamamos espacio cartesiano K
3
 al conjunto KKK  , 

como espacio vectorial sobre K con las dos operaciones habituales: 

 Suma:      332211321321 ,,,,,, babababbbaaa   

 Producto por escalares:    321321 ,,,, aaaaaa    

 

22.1.2 Definición. Rectas en K
3
. 

Definimos las rectas de K
3
 mediante las siguientes caracterizaciones equivalentes: 

 

a) Variedades lineales de dimensión 1, es decir, aquellos puntos P  que se pueden 

escribir como  

 KvAvAP   ,  

Para cierto punto 3KA , al que llamaremos "punto base" y para cierto vector 3Kv , 

)0,0,0(v , al que llamaremos vector director. 

 
b) Aquellos puntos ),,( zyxP   que se pueden escribir como 
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  para ciertos ),,( 321 aaaA   , )0,0,0(),,( 321  vvvv  

c) Aislando  en las tres ecuaciones anteriores, llegamos al sistema (suponiendo 

0,, 321 vvv ) 
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d) Conjuntos solución de un sistema compatible indeterminado de dos ecuaciones: 









2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
 

 

e) Conjuntos solución de los sistemas compatibles indeterminados de rango 2.



22.1.3 Definición. Planos en K
3
. 

Definimos los planos de K
3
 mediante las siguientes caracterizaciones equivalentes: 

a) Variedades lineales de dimensión 2, es decir, aquellos puntos P  que se pueden 

escribir como  

KvuAPvuAP   ,,,  

 

Para cierto punto 3KA , al que llamaremos "punto base" y para ciertos vectores 
3, Kvu  , )0,0,0(, vu , y linealmente independientes, es decir, no proporcionales, a los 

que llamaremos vectores directores. 

 

b) Conjuntos solución de una ecuación  

  zyx , con )0,0,0(),,(   

 

c) Conjuntos solución de los sistemas lineales compatibles indeterminados de rango 1. 

 

22.1.4 Proposición. Plano determinado por tres puntos no colineales. 

Dados tres puntos CBA ,, no colineales, existe un único plano que los contiene: 

vuA ,:  , con ABu   y ACv  . 

 

Demostración. En efecto, AB  y AC  son dos vectores linealmente independientes, pues 

en caso contrario A, B y C serían colineales. 

Los puntos CBA ,,  pertenecen a  , pues vuAA 00  , ABAuAB  1 , y 

ACAvuAC  10 . 

El plano es único, pues si CBA ,,  pertenecen a dos planos, es decir, son conjunto 

solución de dos ecuaciones 1111   zyx  y 2222   zyx , el rango del 

sistema  









2222

1111





zyx

zyx
 

 

No puede ser 2, pues en ese caso serían colineales (caracterización e de 22.1.2), luego el 

rango es 1, luego son ecuaciones proporcionales: 

 

),,,(),,,( 22221111    

 

Y determinan los mismos conjuntos solución. 

 



22.1.5 Teorema. Los espacios cartesianos son espacios incidentales. 

Todo espacio cartesiano K
3
, con las rectas y planos definidos como en 22.1.2 y 22.1.3, 

es un espacio incidental, es decir, cumple los axiomas del grupo I que se definieron en 

el apartado 1.2. 

 

Demostración. 

H1.3 Tres puntos A, B y C no situados en una misma recta determinan un plano α.  

H1.4 Por tres puntos cualesquiera A, B y C no situados en una misma recta pasa un 

único plano. 

Estos axiomas han sido verificados en la proposición anterior 22.1.4. 

H1.5 Si dos puntos A y B de la recta r yacen en el plano α, entonces todo punto de r 

yace en α. 

 

Supongamos que dos puntos BA,  pertenecen al plano  , esto es, satisfacen una 

ecuación de la forma   zyx . 

Entonces, todo punto de la recta AB  se podrá representar como 

BAzyxP   )1(),,(  para cierto K , esto es: 
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Y por tanto todo punto de la recta pertenece al plano. 

 

H1.6 Si dos planos α y β tienen un punto A en común, entonces tienen al menos otro 

punto B en común. 

 

Supongamos que un punto A pertenece a dos planos 1111   zyx  y 

2222   zyx . Esto quiere decir que el sistema que forman es compatible, pero 

sólo tiene dos ecuaciones, luego no puede ser determinado. Por lo tanto debe ser 

compatible indeterminado, y por lo tanto tendrá rango 2, es decir , será una recta, por la 

caracterización e de 22.1.2e. 

 

H1.7  b) En cada plano hay al menos tres puntos no situados en la misma recta;  

 c) Existen al menos cuatro puntos no situados en un mismo plano. 

 

22.1.6 Definición. Rectas paralelas. Rectas que se cruzan. 

Diremos que dos rectas son paralelas cuando sean coplanarias y no tengan ningún 

punto en común. 

Diremos que dos rectas se cruzan cuando no sean coplanarias y no tengan ningún punto 

en común. 

 

22.1.7 Proposición.  

Todo espacio cartesiano K
3
 cumple siempre el Postulado de la Única Paralela, es decir, 

todo plano cartesiano es un plano afín (ver 1.3.20). 

 

22.1.8 Definición. Planos paralelos. 



Diremos que dos planos son paralelos cuando no tengan ningún punto en común. 



22.2 Producto escalar. Norma. Distancia. Ángulos. 
 

22.2.1 Definición. Producto escalar . Norma. Distancia. Longitud de segmentos. 

Las definiciones dadas en 18.4.1 para el plano se amplían de forma mecánica al espacio, 

simplemente añadiendo la tercera componente: 

Dados dos vectores de 3IR  ),,( 321 aaaa   y ),,( 321 bbbb  , definimos su producto 

escalar como  

IRbabababa  332211  

 

Definimos la norma de un vector como la norma deducida por este producto escalar: 

  ,02

3

2

2

2

1 aaaaaa  

 

Dados dos puntos  321 ,, aaaA   y  321 ,, bbbB   de 3IR , definimos la distancia entre 

A y B como  

    ,0)()()(, 2

33

2

22

2

11 abababABBAd  

 

Definimos la longitud del segmento AB  como la distancia entre sus extremos: 

    ,0)()()(, 2

33

2

22

2

11 abababABBAdAB  

 

Y nos encontramos, de nuevo, con todas las propiedades del apartado 18.4. 

 

Proposición. La bisectriz vectorial interna de dos vectores dados. 

Sabemos que la diagonal de un paralelogramo no es necesariamente bisectriz del ángulo 

que forman dos lados contiguos, pero las diagonales del rombo sí son bisectrices 

internas de dos lados contiguos: 

 

 
 

Aprovecharemos este resultado para determinar un vector bisector de dos vectores 

dados u


 y v


: 

En primer lugar los normalizamos: 
u

u
u 



 , 

v

v
v 



 , de manera que formen un 

rombo, pero manteniendo el ángulo. 

Y determinamos el vector suma: 
v

v

u

u
w 








 , es decir, la diagonal del rombo. 

Cualquier vector en la bisectriz de u


 y v


 será un múltiplo w


 . 

 

Ejercicio Propuesto: En el Ejercicio 6.2 tenemos una aplicación práctica de este 

procedimiento. 



22.3 Volumen con signo. 

 
22.3.1 Definición. Determinante de tres vectores. Volumen con signo. 

El concepto de determinante se estudió, para espacios vectoriales de dimensión n, en 

17.9. Lo único que tenemos que hacer es aplicarlo al caso 3n : 

Dados tres vectores ),,( 321 uuuu  , ),,( 321 vvvv   y ),,( 321 wwww  , se define su 

determinante como  





nSh

hhh wvuh

wvu

wvu

wvu

wvu
321

)(),,det(

333

222

111

  

 



22.4 Producto vectorial. 
 

22.4.1 Definición. Producto vectorial en un espacio vectorial de dimensión 3. 

Sea V un espacio vectorial euclídeo de dimensión 3, y 321 ,, eee  una base ortonormal de 

V. Fijados Vvu , , la aplicación 

),,(det )( wvuw

IRV

ie


 

 

Es una forma lineal, y por tanto, un elemento del dual 'V . 

 

Sea x el vector correspondiente a este elemento en el isomorfismo canónico  

*

'

vv

VV




 

donde 

vww

IRVv







:
 

es decir,  

 

),,(det, )( wvuxwVw
ie  

 

El vector x  es, por definición, el producto vectorial de u  y v , y el denotaremos por 

vu . 

 

22.4.2 Proposición. Propiedades del producto vectorial. 

a) ),,(det)( )( wvuvuw
ie  

b) )( uvvu      (el producto vectorial es anticonmutativo) 

c) )()()( vuvuvu    

d) vuvuvuu  ')'(  , ')'( vuvuvvu   

e) vu  es ortogonal a u y v. 

f) 0vu  si y solo si vu,  son linealmente dependientes. 

g) Si 0vu , vuvu ,,  es una base con la misma orientación que 321 ,, eee . 

 

Demostración. a) Es la propia definición de producto vectorial. 

b) )())((),,(det),,(det)(, )()( uvwuvwwuvwvuvuwVw
ii ee   

 

 

Nota: El producto vectorial no cumple la "ley de cancelación": 

00,0  baba  

cbacaba  0,  



22.4.3 Proposición. La fórmula del producto vectorial. 

a) 321 eee  , 132 eee  , 213 eee  . 

b) Si 332211 eueueuu   y 332211 evevevv   , entonces 

 

312212311312332 )()()( evuvuevuvuevuvuvu   

 

Este resultado justifica la fórmula del producto vectorial como desarrollo formal por la 

primera fila de un determinante 3x3: 

 
















21

21

31

31

32

32

321

321 ,,
vv

uu

vv

uu

vv

uu

vvv

uuu

kji

vu  

 

22.4.4 Proposición. Identidad de Jacobi. 

a) uwvvwuwvu )()()(   

b) 0)()()(  vuwuwvwvu  ("Identidad de Jacobi"). 

 

22.4.5 Proposición. 

))(())(()()( 122122112121 vuvuvuvuvvuu   

 

Demostración. 

 

22.4.6 Proposición. Relación entre producto vectorial y producto escalar. 

a) 2222
)( vuvuvu   

b)  ),(sin2222
vuvuvu 


 

c) vu  es el área del paralelogramo determinado por los vectores u  y v . 

d) vu  es la mitad del área del triángulo determinado por los vectores u  y v . 

 

Demostración. 

b) Sea ),( vu


  

   





222

2222222222

sin

cos1cos)(

vu

vuvuvuvuvuvu




 



23 Apéndice. 
 

23.1 Guía de lectura de la primera parte. 
 

El objetivo de este libro es llegar de forma axiomática hasta el plano euclídeo tradicional y toda la teoría 

de la proporción de la geometría clásica. Para llegar a esta cumbre estableceremos un "campo base" en el 

plano de Hilbert (Temas 1 a 3). Desde este campo base tendremos que escoger entre dos rutas: La 

convencional y moderna, que es dotar a nuestras rectas de las propiedades de IR  mediante el "Axioma 

de Dedekind" (Tema 4) y armarnos con las poderosísimas herramientas de la "medida": Longitud de 

segmentos, amplitud de ángulos y medida de áreas (Tema 5)... o no hacerlo, siguiendo el camino de 

Hilbert en el Grundlagen, una ruta que siguiendo con la metáfora de la cima, es como pretender escalar el 

Himalaya sin bombonas de oxígeno. 

 

 

Plano incidental 
Puntos y rectas 

 

(Tema 1) 

Plano ordenado 
Plano incidental + Orden 

 

(Tema 2) 

Plano de Hilbert 
Plano ordenado + Congruencia 
 

(Tema 3) 

Plano Neutral 
Plano de Hilbert 
   + Axioma Dedekind 

   + Medida de segmentos, 

ángulos y áreas 

(Temas 4 y 5) 

Plano euclídeo 
Plano neutral + PUP 

 

(Tema 6) 
 

 

Plano hiperbólico 
Plano neutral + ∞ rectas paralelas 

 

 (Tema 21) 
 

Plano Afín 
Plano de Hilbert + PUP 

 

(Temas 18 y 19) 

Plano No Arquimediano 
Plano Afín  

   + No Postulado de Arquímedes 
(Apartado 16.7.5) 

 

Teoría de la 

proporción 
(Temas 7 a 15) 

 

 

Grundlagen de Hilbert 
Plano de Hilbert 

   + Cuerpo de segmentos. 

   + Figuras tijeras-equivalentes. 



23.2 Tabla Cronológica de la Grecia Clásica. 
 

Año  Historia General Matemáticas 

 

650 

 

 

 

 

600 

 

 

 

 

550 

 

 

 

 

500 

 

 

 

 

450 

 

 

 

 

400 

 

 

 

 

350 

 

 

 

 

300 

 

 

 

 

250 

 

 

 

 

200 

 

 

 

 

150 

 

 

Inicio del apogeo de Atenas (650 

aprox.) 

 

 

 

 

Primeras monedas (600 aprox.) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Guerras Persas (500-480) 

 

Batalla de Las Termópilas (480) 

 

Edad de Oro de Atenas (460-429) 

 

Pericles (450-430) 

Construcción del El Partenón (447-432) 

Sócrates (470-399) 

 

Guerras del Peloponeso (432-402) 

 

Platón (428-348) 

 

Aristóteles (384-322) 

 

Dominación macedónica (346-323) 

 

Alejandro Magno (353-326) 

 

Fundación de la ciudad de Alejandría 

(332) 

 

 

 

 

 

 

Época Helenística (323-30) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tales de Mileto (624-546) 

 

 

 

 

Pitágoras (570 - 495) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Eudoxo (408-355)  

 

 

 

 

 

 

 

 
“Edad de 

Oro” 

de la 
matemática 

Griega 

 
 

 

 

Euclides (320-280) 

  

"Los Elementos" 

 

Arquímedes (287-212) 

 

 

Apolonio (262-190) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



23.3 Cronología de los matemáticos griegos. 
 

(Se han añadido, en negrita, algunos personajes históricos no matemáticos) 

 

Fecha   Nombre en castellano Nombre en inglés 

c. 624 AC – c. 546 AC  Tales de Mileto  Thales of Miletus 

c. 585 AC – c. 528 AC  Anaximandro   Anaximenes of Miletus 

c. 570 AC – c. 495 AC  Pitágoras   Pythagoras 

c. 490 AC – c. 420 AC  Oenopide   Oenopides of Chios 

    480 AC –     411 AC  Antifón    Antiphon the Sophist 

c. 470 AC –  c. 399 AC Sócrates   Socrates 

    465 AC –     398 AC      Theodorus of Cyrene 

c. 460 AC – c. 370 AC  Demócrito   Democritus 

c. 427 AC – c. 347 AC  Platón    Plato 

c. 417 AC –     369 AC  Teeteto   Theaetetus 

    408 AC –     355 AC Eudoxo de Cnido  Eudoxus of Cnidus 

c. 400 AC – c. 350 AC      Thymaridas 

c. 390 AC − c. 320 AC      Dinostratus 

    384 AC –     322 AC Aristóteles    Aristotle 

    380 AC −    320 AC  Menecmo   Menaechmus 

c. 370 AC – c. 300 AC  Arsiteo el Viejo  Aristaeus the Elder 

c. 370 AC – c. 300 AC      Callippus 

c. 360 AC – c. 290 AC  Autólico   Autolycus of Pitane 

    356 AC –     323 AC Alejandro Magno  Alexander the Great 

c. 340 AC – c. 285 AC      Polyaenus of Lampsacus 

c. 320 AC – c. 280 AC  Euclides    Euclid 

c. 287 AC – c. 212 AC  Arquímedes   Archimedes 

c. 280 AC – c. 220 AC      Conon of Samos 

c. 276 AC – c. 194 AC  Eratóstenes   Eratosthenes 

c. 262 AC – c. 190 AC  Apolonio de Perga  Apollonius of Perga 

c. 190 AC – c. 120 AC      Hipparchus 

c. 160 AC – c. 100 AC      Theodosius of Bithynia 

c. 150 AC        Perseus (geometer) 

    Siglo I (DC)      Geminus 

c. 60         – c. 120   Nicómaco   Nicomachus 

c. 70         – c. 135       Theon of Smyrna 

c. 70         – c. 140   Menelao    Menelaus of Alexandria 

c. 100       – c. 170   Ptolomeo   Ptolemy 

c. 200/214 – c. 284/298  Diofanto   Diophantus 

c. 290       – c. 350   Papo    Pappus of Alexandria 

   304        –     285/7  Tolomeo 

c. 335       – c. 405   Teón de Alejandría  Theon of Alexandria 

c. 350       –     415       Hypatia of Alexandria 

    412       –     485   Proclo    Proclus 

c. 420       – c. 480       Domninus of Larissa 

c. 480       – c. 540       Eutocius 

 

 
Fuente: Wikipedia. 

 



23.4 Tabla cronológica de los matemáticos del siglo XIX. 
 

 



23.5 Foto de familia de las rectas y puntos notables del triángulo. 
 

Alturas de un triángulo. 

 

Las alturas son las rectas que pasan por un vértice y son perpendiculares al lado 

contrario.  

 

 

En un plano euclídeo, las alturas se 

encuentran en un único punto llamado 

ortocentro. 

 

 

Bisectrices de un triángulo. 

 

Las bisectrices de un triángulo son las rectas que biseccionan los ángulos 

correspondientes a los tres vértices, es decir, dividen los ángulos en dos iguales. 

 

 

En un plano euclídeo, las bisectrices se 

encuentran en un único punto llamado 

incentro.

 

 

Medianas de un triángulo. 

 

Las medianas son las rectas que pasan por cada vértice y el punto medio del lado 

opuesto.  

 

 

En un plano euclídeo, las medianas se 

encuentran en un punto único llamado 

baricentro. 

 

 

Mediatrices de un triángulo. 

 

Las mediatrices son las rectas que son perpendiculares a cada lado y pasan por su punto 

medio.  

 

 

En un plano euclídeo, las mediatrices se 

encuentran en un único punto llamado 

circuncentro.



23.6 Foto de familia de los cuadriláteros. 
 

 
 



23.7 Notaciones utilizadas en este libro. 
 

...,,, DCBA    Puntos 

ABAB,   Recta que pasa por los puntos A y B 

AB    Semirrecta de extremo A 

AB    Segmento de extremos A y B 

CDAB    Dos segmentos congruentes 

CBA **   Tres puntos alineados, con B entre A y C. 

ABC   Ángulo no orientado de lados BA  y BC   

DEFABC   Dos ángulos congruentes 

ABC    Triángulo (no orientado) de vértices A, B y C 

CBA  ,,   Ángulos internos asociados a los vértices del triángulo ABC  

DEFABC   Dos triángulos congruentes 

DEFABC   Dos triángulos semejantes 

)(),( ABCABC   Circunferencia circunscrita al triángulo ABC  

)(AB    Circunferencia de diámetro AB  

R    Radio de la circunferencia circunscrita o circunradio. 

r    Radio de la circunferencia inscrita o inradio. 

 ABC   Área (sin signo) del triángulo ABC  

2

cba
s


   Semiperímetro de un triángulo 

 
2

ABC
S


   Semiárea de un triángulo 

H, O, I , G  Ortocentro, circuncentro, incentro y baricentro de un triángulo. 

CIRQZIN ,,,,  Los conjuntos numéricos fundamentales 



23.8 Notaciones asociadas a objetos orientados y magnitudes. 
 

x     Valor absoluto de un número real, módulo de un complejo. 

 

  ,0ABAB   Longitud sin signo del segmento AB : BAAB   

 

  ,AB   Longitud con signo del segmento AB: BAAB   

 

  ,0
AB

AC

AB

AC
  Razón sin signo entre dos segmentos 

 

  ,
AB

AC
  Razón con signo entre dos segmentos 

 

ABC    Ángulo no orientado de lados BA  y BC   

 

ABC


   Ángulo orientado de lados BA  y BC   

 
 

 ,0ABC   Amplitud angular sin signo del ángulo ABC  

 

  ,ABC


  Amplitud angular con signo del ángulo orientado ABC


 

 

ABC     Triángulo no orientado de vértices A, B y C 

 

ABC     Triángulo orientado de vértices A, B y C 

    Positivo si CBA   se realiza en el sentido antihorario 

    Negativo si CBA   se realiza en el sentido horario 

 

    ,0ABC   Área sin signo del triángulo ABC  

 

    ,ABC


  Área con signo del triángulo orientado ABC  

 
 

                             (toma el signo del triángulo ABC


) 

 



23.9 Foto de familia de las operaciones en IR
2
 y IR

3
. 

 

 
 En IR

2
 En IR

3
 En IR

n
 

D
et

er
m

in
an

te
 

(h
ip

er
v
o
lu

m
en

) 

 

 

1221

22

11
,

baba

ba

ba
ba




 

 
También llamado "producto 

mixto": 

  sin, bababa   

 

 

 

333

222

111

,,

cba

cba

cba

cba   

 

 
IRvv

vv

ne

n

i




),...,(det

,...,

1)(

1
 

 

 Producto Escalar  ba   Producto Vectorial ba  

S
in

 c
o

o
rd

en
as

  

cosbaba   

 

0 baba  

 

 

Mediante sinba  y un vector normal 

sinbaba   

0//


 baba  

E
n

 I
R

2
 

 

IRbaba

ba





2211

 

 

 

 ibaba sin  

 

 

E
n

 C
 

 

2

wzwz
wz


  

 

2

wzwz
wz


     (ver 20.8) 

E
n

 I
R

3
 

 

 

IRbababa

ba





332211

 

 

 

 

3

321

321 IR

bbb

aaa

kji

ba   

 

 

 

A
lg

u
n

as
 p

ro
p

ie
d

ad
es

 

 










10//

10
1

bababa

bababa
ba  

 

2222
)( vuvuvu   

 

 cbabacacbcba ,,)()()(   

 

 



23.10 Foto de familia de radios, centros y áreas. 
 

Dado un triángulo ABC , definimos: 

 

 I incentro 

 r inradio 

 O circuncentro  

 R circunradio 

 s semiperímetro: 2/)( cbas    

  ABC  área del triángulo 

 
 

Relación entre área y alturas 
 

  CBA hABhAChBCABC 
2

1

2

1

2

1
 

(5.3.1) 

 

Fórmula de Heron
 

  ))()(( csbsassABC   
(10.5.11) 

 

Área mediante trigonometría
 

 
2

sin

2

sin

2

sin BcaCbaAcb
ABC








  

(9.2.1) 

 

Relación entre inradio y semiperímetro
 

 

  srABC   
(11.4.8) 

 

El teorema extendido del seno
 

R
C

c

B

b

A

a
2

sinsinsin
  

(11.6.4) 

 

Relación entre circunradio y área del triángulo
 

 

 
R

cba
ABC

4
  

(11.6.5a) 
 

Relación entre inradio y circunradio 
 

abcsRr 4  
(11.6.5b) 

 

Fórmula de Euler para triángulos
 

)2(2 rRROI   
(11.13.2) 

 



23.11 Algunas citas literarias. 
 

Otras veces toca preguntar al chico, para tormento del padre. 

“Papá, ¿Por qué no tienen barba las mujeres?” A punto estuvo Carrascal de responder: 

“Porque las tienen los hombres; para diferenciarse en la cara”, pero se calló. 

-Mira, hijo, en un triángulo que tenga dos ángulos desiguales, a mayor ángulo se opone 

mayor lado... 

-Sí, ya lo veo, papá. 

-No basta que lo veas, hay que demostrártelo. 

-¡Pero si lo veo...! 

-No importa; ¿de qué sirve que veamos las cosas si no nos las demuestran? 

 

Miguel de Unamuno, Amor y pedagogía (1901) 

 

[...]Luego, la confusión abrumadora de los primeros estudios serios, de las matemáticas 

sublimes, de tanta abstrusidad como tenían que meterse en la divina chola para los 

exámenes. Ahora que Gabriel reflexionaba acerca de tales estudios y mentalmente 

pasaba lista a sus compañeros de academia, maravillábase pensando que de aquella 

hueste nutrida desde sus tiernos años con tanta trigonometría rectilínea, tanta álgebra y 

tanta geometría del espacio, no había salido ningún portentoso geómetra, ningún autor 

de obras profundas y serias, ni siquiera ningún estratégico consumado, y al contrario, 

por regla general, apenas se encontraba compañero suyo que al terminar la carrera se 

distinguiese por algún concepto, o rebasase del nivel de las inteligencias medianas. 

Mucho caviló sobre el caso don Gabriel, y vino a dar en que la balumba algebraica, el 

cálculo, las geometrías y trigonometrías se las aprendían los más de memoria y 

carretilla, a fuerza de machacar, para vomitarlas de corrido en los exámenes; que los 

alumnos salían a la pizarra como sale el prestidigitador al tablado, a hacer un juego de 

cubiletes en que no toma parte el entendimiento; y que esta material gimnasia de la 

memoria sin el desarrollo armonioso y correlativo de la razón, antes que provechosa era 

funesta, matando en germen las facultades naturales y apabullando la masa encefálica 

que venía a quedarse como un higo paso.[...] 

 

La madre naturaleza, Emilia Pardo Bazán (1887) 



23.12 Bibliografía. 
 

Descarga la versión más actualizada de este libro en  

www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf 

 

 

Practica con mi colección de problemas de geometría: 

 http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria.pdf 

 

 

 

[Hilbert] David Hilbert, Grundlagen der Geometrie, 14. Auage, B.G.Teubner, Stuttgart, 

Leibzig, 1999. Versión en inglés: David Hilbert, Foundations of Geometry, 2nd English 

edition, Open Court, LaSalle, 1971. 

 

"Coordenadas Baricéntricas" (Francisco J. García Capitán) 

 

"Geometría métrica y proyectiva en el plano con coordenadas baricéntricas. 

Algunos tópicos"  (Angel Montesdeoca) 
 

 

La primera parte de este libro sigue el desarrollo de los documentos “pdf” del profesor 

Wayne Aitken que se encuentran en su página web personal: 

http://public.csusm.edu/aitken_html/m410/ 
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